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Introduction
L'instabilité de Saman-Taylor a été découverte lors de la récupération du pétrole [77].
Lors de cette récupération, on est souvent confronté à des roches poreuses, imbibées de
pétrole. On essaie de chasser le pétrole des roches en le poussant avec de l'eau. Lors d'un
tel processus, des pétroliers ont rapporté la formation de doigts d'eau dans le pétrole
limitant ainsi la récupération du pétrole. En 1956, Sir G. Taylor a visité la compagnie
de pétrole Humble où des pétroliers lui ont décrit leurs observations. A la suite de
cette visite, G. Taylor a commencé à s'intéresser à cette instabilité liée au problème
d'écoulement de deux phases dans un milieu poreux.
En 1958, Saman et Taylor [76] ont mené une première étude approfondie de cette
instabilité qui portera leur nom. Lors de cette étude, ils ont montré qu'un écoulement en
milieu poreux peut être modélisé par un écoulement en cellule de Hele Shaw [44]. Une telle
cellule consiste en un canal linéaire formé typiquement de deux plaques de verre séparées
par un intervalle dont l'épaisseur b est faible devant sa largeur W . La vitesse moyenne
V d'écoulement d'un uide visqueux entre les deux plaques est liée à la pression par :
V =  b
2
=(12)rp où  est la viscosité du uide. Cette relation est identique à la loi de
Darcy décrivant l'écoulement dans un milieu poreux de perméabilité b
2
=(12).
Saman et Taylor [76] ont observé que lorsqu'un uide moins visqueux pousse un
uide plus visqueux dans une cellule de Hele-Shaw, l'interface entre les deux uides se
déstabilise et il y a formation d'un motif qu'on appelle aujourd'hui doigt de Saman-
Taylor. Ce doigt correspond aux doigts observés par les pétroliers où un uide moins
visqueux (de l'eau) pousse un uide plus visqueux (du pétrole) dans un milieu poreux
(les roches). En cellule de Hele-Shaw, ce doigt stable se propage ensuite le long de la
cellule. Pour un couple de uides et une géométrie donnés, la largeur des doigts est une
fonction de leur vitesse. Cette largeur est déterminée par la compétition entre les deux
forces qui agissent sur l'interface : les forces capillaires qui tendent à élargir le doigt et
les forces visqueuses qui tendent à amincir le doigt. Le rapport entre ces deux forces est
appelé nombre capillaire Ca = U= où U est la vitesse des doigts,  la diérence de
viscosité entre les deux uides et  la tension de surface. De cette compétition résulte une
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6diminution de la largeur des doigts quand leur vitesse croît. A haute vitesse, la largeur
des doigts tend vers une valeur telle que le doigt occupe toujours la moitié du canal [76].
L'instabilité de Saman-Taylor est aussi appelée digitation visqueuse.
De la loi de Darcy et de l'incompressibilité des uides (r.V = 0) découle : p = 0.
La pression obéit à l'équation de Laplace. L'instabilité de Saman-Taylor se place ainsi
dans le cadre plus général de la croissance de motifs aux surfaces libres, comme par
exemple la formation de dendrites lors d'une processus de solidication directionelle, la
propagation de ammes, l'évolution d'une colonie de bactéries où le modèle numérique
d'agrégation limitée par la diusion (DLA). Dans tous ces systèmes, la croissance du motif
est gouvernée par l'équation de Laplace [71, 24].
Cette similitude avec d'autres problèmes de formation de motifs explique le grand
nombre d'études théoriques et expérimentales qui ont été consacrées à cette instabilité
[76, 77, 8, 45, 24, 71, 63]. Ces dernières ont conduit à une très bonne compréhension de
l'instabilité pour les uides simples. Notamment, le mécanisme de sélection qui détermine
la largeur des doigts est bien compris. Le paramètre de contrôle du système, 1=B, peut
être exprimé en fonction du nombre capillaire et du rapport d'aspect de la cellule W=b de
la façon suivante : 1=B = Ca (W=b)
2
. Si les valeurs de la largeur relative  = w=W des
doigts, où w est la largeur des doigts, pour diérents uides et diérentes géométries sont
représentées en fonction de ce paramètre de contrôle 1=B, tous les résultats se mettent sur
une courbe universelle. De plus, cette courbe universelle peut être calculée numériquement
et dans certaine limites analytiquement. Ces études expliquent aussi le fait que le doigt
occupe toujours la moitié du canal à vitesse élevée. Le cas des uides simples est donc
maintenant bien compris à la fois expérimentalement et théoriquement.
Récemment, l'instabilité de Saman-Taylor a aussi été étudiée pour des uides com-
plexes, dits aussi non-newtoniens [63, 90]. L'intérêt d'une telle étude vient du fait que,
dans la pratique (par exemple en récupération du pétrole), les uides utilisés sont souvent
des liquides qui contiennent des additifs, comme par exemple des polymères et montrent
donc des propriétés d'écoulement non-newtoniens. Une grande variété de motifs remar-
quablement diérents de ceux obtenus pour des uides simples a été observée. Un grand
nombre d'expériences ont été eectuées dans des solutions de polymères diluées où de
façon surprenante, un élargissement ou un amincissement des doigts (relatif au cas new-
tonien) peut être observé selon les expériences. Sous certaines conditions, des doigts qui
ressemblent à des fractures ont été observés. Des structures très ramiées, fractales ont été
observées dans des argiles. L'instabilité s'avère ainsi très riche en motifs pour les uides
non-newtoniens. Malheureusement, la plupart des uides utilisés, même dans des expéri-
ences de laboratoire, possèdent plusieurs propriétés non-newtoniennes à la fois qui ne sont
pas entièrement déterminées pour beaucoup d'expériences citées ci-dessus. Ceci forme un
7grand obstacle pour expliquer les motifs observés. De plus, la croissance de motifs dans
ces uides n'est plus gouvernée par l'équation de Laplace pour certaines de ces propriétés
non-newtoniennes, ce qui rend un traitement théorique de l'instabilité plus dicile.
Dans les expériences présentées dans cette thèse, nous nous sommes eorcés de choisir
au mieux les uides an que chacun d'entre eux ne possède essentiellement qu'une seule
propriété non-newtonienne, ce qui permet de négliger les autres. Ceci nous permet d'é-
tudier séparément l'eet sur l'instabilité de Saman-Taylor de ces diérentes propriétés
non-newtoniennes et de relier ainsi systématiquement les propriétés rhéologiques des u-
ides aux motifs observés en cellule de Hele-Shaw.
Cette thèse se divise en trois grandes parties. Dans la première partie de cette thèse,
nous décrirons les aspects principaux de l'instabilité de Saman Taylor pour les uides
simples (Chapitre 1), nous introduirons les principales caractéristiques des uides non-
newtoniens (Chapitre 2) et nous donnerons ensuite un résumé des observations faites dans
les expériences de digitation visqueuse pour les uides non-newtoniens jusqu'à aujourd'hui
(Chapitre 3).
La deuxième partie de cette thèse est consacré à la caractérisation rhéologique des u-
ides utilisés. Dans le chapitre 4, nous expliquerons les principales techniques rhéologiques
à l'aide desquelles nous déterminons les propriétés non-newtoniennes des uides utilisés
par la suite. Nous montrerons dans le chapitre 5, qu'eectivement chacun des uides non-
newtoniens utilisés possède une propriété non-newtonienne dominante et que les autres
peuvent être négligées. on montrera que la viscosité d'une solution d'un polymère rigide
(Xanthane) décroît avec le cisaillement, le uide étant alors qualié de rhéouidiant.
Un gel de polymères sera caractérisé par un seuil d'écoulement qui doit être dépassé
pour mettre le uide en mouvement. Pour des contraintes supérieures à cette contrainte
seuil, le gel se comporte comme un uide rhéouidiant. Pour nir, des solutions d'un
polymère exible (PEO) ne montreront pas d'eet rhéouidiant mesurable, mais des ef-
fets élastiques, notamment des contraintes normales élevées et une viscosité élongationelle
élevée. La détermination de la viscosité élongationelle étant délicate, nous consacrerons le
chapitre 6 à sa détermination pour les solutions de PEO.
La troisième partie de cette thèse est réservée à l'étude de l'instabilité de Saman-
Taylor dans les uides non-newtoniens décrits dans la deuxième partie. Nous étudierons
d'abord le uide rhéouidiant. Dans le chapitre 7, nous déterminerons les modications
qu'il faut apporter à la loi de Darcy pour un tel uide et discuterons leur domaine de
validité. A l'aide de cette loi de Darcy modiée, nous étudierons dans les chapitres 8 et
9 le mécanisme de sélection des doigts dans les uides rhéouidiants. Nous montrerons
qu'on observe pour ces uides non-newtoniens (solutions de Xanthane) un amincissement :
la largeur relative des doigts  tend vers des valeurs plus petites que la limite classique
8 = 0:5 à haute vitesse. Les doigts deviennent de plus en plus ns au fur et à mesure que
le caractère rhéouidiant des solutions augmente. Nous allons modier le paramètre de
contrôle du système 1=B de façon à tenir compte du caractère rhéouidiant des uides.
Nous montrerons dans le chapitre 8 que si les résultats expérimentaux pour la largeur
relative  des doigts sont tracés en fonction de ce nouveau paramètre de contrôle ils se
mettent pour les uides faiblement rhéouidiants (correspondant à de faibles concentra-
tions en Xanthane) sur la courbe universelle obtenue pour les uides newtoniens. Ceci
permettra d'expliquer le mécanisme de sélection des doigts pour ces uides faiblement
rhéouidiants.
Pour les uides plus fortement rhéouidiants (correspondant à de fortes concentra-
tions en Xanthane) les résultats de la forme  (1=B) dévient de la courbe universelle pour
les uides non-newtoniens vers des valeurs plus petites de . Dans le chapitre 9, nous
comparerons nos observations faites dans les uides fortement rhéouidiants avec des
expériences faites par Rabaud et al. [73] dans les uides newtoniens mais pour lesquels
le doigt a été perturbé mécaniquement. Cette comparaison motivera une étude du rayon
de courbure à la pointe des doigts qui permettra de distinguer entre deux régimes : un
régime à basse vitesse où le rayon de courbure varie en fonction du nombre capillaire
et un régime à haute vitesse où le rayon de courbure sature à une valeur constante. On
montrera que seuls les résultats de la largeur relative des doigts  provenant du régime
à basse vitesse se mettent sur une courbe universelle s'ils sont tracés en fonction de 1/B.
Une comparaison avec des prédictions théoriques de Ben Amar et Corvera Poiré [5, 23]
pour les uides rhéouidiants se révèle en bon accord avec cette courbe maîtresse. Ces
résultats permettront d'expliquer le mécanisme de sélection également pour les uides
fortement rhéouidiants.
Dans le chapitre 10, les observations expérimentales sur l'instabilité dans un uide à
seuil seront rapportées. Dans de tels uides à seuil, on observe deux régimes diérents :
à basse vitesse, on observe des structures très ramiées, tandis qu'à haute vitesse un seul
doigt stable est observé. Nous montrerons que la transition entre ces deux régimes est
liée à un changement du comportement rhéologique du gel. Dans le régime produisant
des structures ramiées, la contrainte seuil est dépassée de très peu et domine ainsi le
comportement rhéologique du uide. Dans le régime où on observe un seul doigt stable, des
contraintes supérieures à la contrainte seuil se manifestent dans une très grande partie du
système et entraînent un comportement dominant visqueux, rhéouidiant du gel. Nous
montrerons que la largeur des doigts des structures ramiées se révèle être indépendante de
leur vitesse. Ce comportement, très diérent de celui observé dans les uides newtoniens
ou rhéouidiants, est dû au fait que la contrainte seuil, qui gouverne l'instabilité dans
ce régime, est indépendante de la vitesse. Nous montrerons de plus que cette largeur
9est bien décrite par une analyse de stabilité linéaire due à Coussot [27] pour les uides
à seuil. Une comparaison entre les résultats obtenus avec le gel dans le régime à haute
vitesse et les résultats obtenus avec les solutions rhéouidiantes de Xanthane montre des
comportements similaires : la largeur des doigts décroît avec la vitesse et peut atteindre
des valeurs  < 0:5. Nous montrerons que ces similarités proviennent du fait que le gel
présente un comportement rhéouidiant dans ce régime.
La chapitre 11 est réservé aux uides qui possèdent des eets élastiques, notamment
des contraintes normales et une viscosité élongationelle élevées. L'étude de la largeur
relative des doigts  en fonction de leur vitesse dans les solutions de PEO révélera un
élargissement des doigts :  tend à vitesse élevée vers des valeurs plus élevées que la limite
classique  = 0:5. Ce résultat opposé à celui observé dans les solutions de Xanthane sera
attribué aux eets élastiques présents dans les solutions de PEO.
Nous montrerons que la loi de Darcy newtonienne reste valable lors des expériences de
digitation visqueuse dans les solutions de PEO en tenant uniquement compte de la vis-
cosité quasiment newtonienne de ces solutions. Nous pourrons ainsi exclure une éventuelle
inuence de la viscosité élongationnelle sur l'instabilité. Bonn et al. [13] ont eectué une
étude de bulles d'air de longueur nie se déplaçant dans un capillaire circulaire rempli
avec des solutions de PEO. Cette situation est comparable à celle du doigt qui peut être
vu comme une bulle innie se déplaçant dans un capillaire rectangulaire. Les auteurs
montrent un épaississement dramatique du lm de liquide restant entre la bulle d'air et
la parois du capillaire par rapport à la situation où le PEO est remplacé par de l'eau.
L'étude de Bonn et al. [13] montre que cet épaississement est dû à une contrainte normale
élevée se manifestant dans le lm. Cette contrainte normale est induite par un cisaillement
élevé du liquide entre la surface des bulles et la paroi. La présence d'un tel cisaillement
est moins évident pour un doigt de longueur innie dans une cellule de Hele-Shaw, car
l'arrière de doigt est immobile. Nous eectuerons donc une étude du déplacement de bulles
de taille nie dans cette cellule. L'observation fondamentale est, que la largeur relative
des bulles en fonction de la vitesse est identique à celle des doigts. Ceci nous montrera
qu'on peut supposer un cisaillement identique au sein du lm de mouillage restant entre
l'air et la plaque dans les deux cas. Ceci mènera à l'hypothèse que l'épaisseur de ce lm
pour un doigt en cellule de Hele-Shaw pourrait être également augmentée par l'eet de
la contrainte normale qui se développe dans les solutions de PEO cisaillées. Ceci pourrait
éventuellement conduire à l'élargissement des doigts. Notre étude interférometrique de
cette épaisseur révélera cependant que l'épaisseur du lm dans les solutions de PEO est
quasiment inchangée par rapport à celle mesurée avec de l'eau pure dans des conditions
analogues.
On montrera que la contrainte normale exerce néanmoins une pression supplémentaire,
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sur le doigt. Quand le paramètre de contrôle 1=B est modié de façon à tenir compte de
cette pression supplémentaire les résultats pour  en fonction de ce paramètre modié
se placent sur la courbe universelle obtenue pour les uides newtoniens à condition que
les uides utilisés ne montrent pas de eets élastiques trop élevés. Pour des contraintes
normales plus élevées, on observe une déviation par rapport à cette courbe qui conduit
vers des doigts plus larges.
L'ensemble de ces mesures permettra d'identier l'eet isolé d'une viscosité rhéouid-
iante, d'un seuil d'écoulement et de la contrainte normale sur l'instabilité de Saman-
Taylor. Comme ces propriétés non-newtoniennes sont parmi les plus fréquentes, nos ré-
sultats permettront d'analyser l'instabilité aussi dans de nombreux autres uides, présen-
tant des combinaisons de ces propriétés non-newtoniennes. Ceci permettra éventuellement
d'expliquer une partie des motifs très variés observés dans ces uides.
Première partie
Généralités
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Chapitre 1
L'instabilité de Saman-Taylor
L'instabilité de Saman-Taylor a pour la première fois été étudiée par Saman et
Taylor en 1958 [76] qui lui donnent son nom. Cette instabilité de Saman-Taylor, ou
digitation visqueuse, se produit quand un uide moins visqueux pousse un uide plus
visqueux dans un canal linéaire mince ou cellule de Hele-Shaw. L'interface entre les deux
uides se déstabilise ce qui mène à la formation de doigts. A vitesse élevée, le doigt occupe
toujours la moitié du canal. Le mécanisme de sélection qui mène à cette limite n'a pas été
compris par Saman et Taylor mais a été découvert beaucoup plus tard, dans les années 80
[64, 21, 80, 46]. L'instabilité de Saman-Taylor a été beaucoup étudiée expérimentalement
et théoriquement, comme on peut le voir par exemple à travers les articles de revue de
Saman et al. [77], Bensimon et al. [8], Homsy et al. [45], Couder [24], Pelcé [71] et de
Maher et al. [63]. Ces études ont conduit à une très bonne compréhension de l'instabilité
pour les uides simples.
Dans ce chapitre, nous décrirons les aspects de l'instabilité de Saman-Taylor qui
seront importants pour la suite.
1.1 La cellule de Hele-Shaw
Une cellule de Hele-Shaw rectangulaire est constituée de deux plaques de verre séparées
par un intervalle dont l'épaisseur b est petite devant la largeur W de la cellule (Fig. 1.1).
Le canal ainsi formé est rempli par un uide visqueux. Quand on pousse ce uide avec
un uide moins visqueux, l'interface entre les deux uides se déstabilise ce qui entraîne
la formation d'un motif en forme de doigt dit doigt de Saman-Taylor. Les paramètres
importants qui caractérisent les uides utilisés, sont la tension de surface entre les deux
uides  et la diérence de viscosités entre les uides .
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Fig. 1.1: Vue schématique d'une cellule de Hele-Shaw, constituée de deux plaques de verre dont
l'intervalle b est petit devant la largeur W de la cellule. L'interface entre les deux uides se
déstabilise si un uide moins visqueux pousse un uide plus visqueux dans une telle cellule.
1.2 Les équations du mouvement
Le prol de vitesse d'un uide en écoulement dans une cellule de Hele-Shaw se déduit
de l'équation de Navier Stokes (équ. (2.7)), dans laquelle on néglige les eets inertiels. La
solution est un prol de vitesse parabolique dit de Poiseuille. Si on moyenne ce prol de
vitesse sur l'épaisseur b de la cellule on obtient la loi de Darcy, une loi qui relie la vitesse
moyenne V de l'écoulement au gradient de pression rp.
V =  
b
2
12
rp (1.1)
L'obtention de cette loi sera discutée en détail dans le chapitre 7. En tenant compte de
l'incompressibilité du uide
r:V = 0 (1.2)
et de la loi de Darcy (équ. (1.1)), on déduit que le champ de pression est laplacien :
p = 0 (1.3)
Cette équation est appelée équation de Laplace. Le mouvement d'un uide en cellule de
Hele-Shaw est donc gouverné par un champ de pression laplacien.
Dans le cas de l'instabilité de Saman-Taylor, on s'intéresse au déplacement d'un uide
1 par un uide 2 moins visqueux dans une cellule de Hele-Shaw. Les deux uides sont
supposés non miscibles. Les viscosités des uides 1 et 2 sont notées 
1
et 
2
(
1
> 
2
).
En appliquant la loi de Darcy (équ. (1.1)) au sein de chaque uide, on se ramène à un
problème à deux dimensions décrit par le système d'équations :
p
1
= 0 (1.4)
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p
2
= 0
où p
1
et p
2
désignent les pressions dans les uides 1 et 2.
Pour obtenir une description complète du système, il faut de plus tenir compte des
conditions aux limites à l'interface entre les deux uides. Les composantes normales des
vitesses des deux uides au niveau de l'interface sont égales et dénissent la vitesse U
n
de
l'interface :
U
n
=  
b
2
12
1
(rp
1
)
n
=  
b
2
12
2
(rp
2
)
n
(1.5)
où les gradients de pression sont évalués à l'interface. Cette relation est aussi appelée
condition de Stefan.
La loi de Laplace impose un saut de pression p à l'interface entre les deux uides :
p = 

1
r
1
+
1
r
2

(1.6)
où r
1
et r
2
sont les rayons de courbure de l'interface respectivement dans la direction de
l'axe z, normale à la cellule et dans le plan x-y de la cellule (Fig. 1.1). Cette condition
pose un problème subtil. En eet, elle réintroduit à travers r
2
la troisième dimension (celle
de l'épaisseur entre les plaques) éliminée par l'approximation de Darcy. Pour la plupart
des traitements de l'instabilité, on peut supposer que le ménisque a un rayon de courbure
r
2
constant imposé par la cellule [76] : r
2
= b=2. On trouve :
p = 

2
b
+
1
r
2

(1.7)
Avec cette hypothèse, le problème de Saman-Taylor se ramène à la résolution de
l'équation de Laplace pour un champ de pression bidimensionel avec des conditions aux
limites données. Bien que sa formulation soit simple, la résolution complète du problème
de Saman-Taylor est extrêmement complexe, du fait de la modication continue des
conditions aux limites au fur et à mesure de la déformation de l'interface.
1.3 Analyse de stabilité linéaire
Considérons le déplacement d'un front plan entre de l'air et un uide visqueux. Dans
l'air, on suppose que la viscosité est nulle. De ce fait, la pression y est constante et égale à
la pression appliquée p. Dans le uide visqueux, la pression obéit à l'équation de Laplace
p = 0 (équ. (1.3)). Pour une interface plane parfaite, les isobares dans le uide visqueux
sont parallèles à l'interface. Si l'interface est perturbée, les isobares sont aussi perturbées.
Le champ de pression étant laplacien, une perturbation de taille caractéristique l déforme
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air fluide visqueux
l
l
Fig. 1.2: Schéma des isobares au voisinage de l'interface entre les deux uides. Dans l'air
dont on néglige la viscosité, la pression est constante. Dans le uide visqueux, la pression obéit à
l'équation de Laplace p = 0 (équ. (1.3)). Le champ de pression étant laplacien, une perturbation
de l'interface de taille caractéristique l déforme les isobares sur une distance l.
les isobares sur une distance de l. Une telle perturbation est montrée sur la gure 1.2.
Le gradient de pression est augmentée au voisinage de la perturbation. La loi de Darcy
montre que la vitesse du uide est aussi augmenté au voisinage de cette déformation.
En conséquence, l'amplitude de la perturbation augmente et l'interface se déstabilise. La
diérence de viscosités entre les deux uides est donc à travers l'équation de Laplace
p = 0 (équ. (1.3)) à l'origine du mécanisme d'instabilité. Le gradient de pression et la
vitesse de la perturbation seront d'autant plus grands que la perturbation est pointue.
Ce mécanisme favorise donc la croissance des petites perturbations. Cependant, les forces
capillaires s'opposent à la formation de perturbations pointues et tendent à élargir ces
protubérances. La compétition entre ces deux forces, les forces capillaires et les forces
visqueuses, conduit à la sélection d'une longueur d'onde préférentielle.
La longueur d'onde caractéristique du système est déterminée par une analyse de
stabilité linéaire (Chuoke et al. [20]). On suppose une petite perturbation sinusoïdale de
l'interface initialement plane :
 = Ut + 
t
sin (ky) (1.8)
où U est la vitesse de déplacement du front, t le temps,  l'amplitude de la perturbation,
l = 2=k sa longueur d'onde et  son taux de croissance. Si  est négatif, la perturbation
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s'atténue au cours du temps et l'écoulement reste stable. Si au contraire  est positif, la
perturbation est ampliée et l'interface se déstabilise.
La résolution des équations du mouvement (équations (1.4)) en tenant compte des
conditions aux limites (équations (1.5) et (1.7)) conduit à la relation de dispersion sui-
vante :
 = U j k j

1 
b
2

12U
k
2

(1.9)
Pour une tension de surface nulle, le taux de croissance est toujours positif et croît
k
τ
0 kc k0
Fig. 1.3: Taux de croissance  d'une petite perturbation de l'interface initialement plane, se
déplaçant à une vitesse donnée, en fonction du nombre d'onde k provenant de l'analyse de stabilité
linéaire de Chuoke et al. [20]. (- - -) représente la solution de l'équation (1.9) pour une tension
de surface  = 0 , ( ) la solution pour  6= 0.
linéairement avec le nombre d'onde k (Fig. 1.3). En accord avec l'analyse qualitative
précédente, la formation des nombres d'onde larges et donc des longueurs d'onde petites
est favorisée en l'absence de tension de surface. Cependant, la tension de surface s'oppose
à la croissance de petits longueurs d'ondes. En considérant les eets dûs à la tension de
surface, le taux de croissance (Fig. 1.3) n'est positif que pour l'intervalle des nombres
d'onde compris entre 0 et k
0
=
p
12U=b
2
 avec un maximum en k
c
= k
0
=
p
3. Pour une
interface plane, l'écoulement est toujours instable quelle que soit la vitesse, si un uide
moins visqueux pousse un uide plus visqueux. Dans le cas contraire qui n'est pas traité
ici, l'interface est stable.
Dans la situation d'un canal de largeur nie, la longueur d'onde de la déstabilisation
doit être plus petite que la largeur du canal W et donc 2=k
0
< W . Ceci conduit à un
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(a)
(b)
(c)
(d)
Fig. 1.4: Evolution de l'interface entre les deux uides en cellule de Hele-Shaw d'après [86].
Au premier stade de l'instabilité (a) des bosses de taille caractéristique l
c
déforment l'interface.
Rapidement la compétition entre ces bosses (b) et (c) conduit à la sélection d'un seul doigt.
Ce doigt est caractérisé par sa largeur relative  en fonction de sa vitesse U (d).
seuil d'instabilité qui est donné par :

W
b

2
U

> (2)
2
(1.10)
La longueur d'onde la plus instable qu'on appelle aussi longueur capillaire est donnée par :
l
c
=
2
k
c
= b
r

U
(1.11)
et elle dénit l'échelle de longueur caractéristique du problème. Dans l'équation (1.11),
on reconnaît encore une fois la compétition entres les forces capillaires qui tendent à
augmenter la longueur capillaire et les forces visqueuses qui tendent à diminuer la longueur
capillaire. Le rapport entre ces deux forces est appelé nombre capillaire Ca :
Ca =
forces visqueuses
forces capillaires
=
U

(1.12)
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La longueur capillaire peut ainsi s'écrire de la façon suivante :
l
c
=
b
p
Ca
: (1.13)
1.4 Évolution non-linéaire
L'analyse de stabilité linéaire permet de prédire la taille caractéristique l
c
des premiers
doigts qui déforment l'interface, au tout début de l'instabilité. La déstabilisation de l'in-
terface pour une vitesse choisie est montrée sur la gure 1.4 a. L'évolution ultérieure de
l'interface n'est pas décrite par l'analyse linéaire. Expérimentalement, on constate qu'il
Fig. 1.5: Largeur relative des doigts  obtenues pour diérentes uides dans une seule géométrie
de cellule de Hele-Shaw en fonction du nombre capillaire Ca d'après les expériences de Saman
et Taylor [76].
y a une compétition entres les diérents doigts (Fig. 1.4 b et c). En raison du caractère
Laplacien du champ de pression, les doigts les plus grands écrantent les doigts les plus
petits. Cette compétition se poursuit jusqu'à ce qu'il ne reste qu'un seul doigt stable qui
continue à se propager dans la cellule (Fig. 1.4 d). Ce doigt se caractérise par sa largeur
relative  = w=W , où w est la largeur du doigts et W la largeur de la cellule, qui est une
fonction de sa vitesse U . On montre [76] que le paramètre de contrôle du système est le
suivant :
1
B
= 12
U


W
b

2
/

W
l
c

2
(1.14)
Notons que ce paramètre mesure l'écart entre la petite échelle de longueur du problème l
c
(la longueur de déstabilisation) et la grande échelle de longueurW (imposée par la largeur
de la cellule de Hele-Shaw). Il décrit donc l'importance du connement de l'interface.
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Si les valeurs de  pour diérents géométries ou diérents uides sont représentés en
fonction de 1=B, ils suivent une courbe maîtresse. Les résultats de mesures de  obtenus
par Saman-Taylor pour diérents uides et une seule géométrie du canal sont représentés
en fonction de Ca sur la gure 1.5. Pour des vitesses faibles, donc des Ca petits, les forces
capillaires dominent. On trouve des doigts larges. Quand la vitesse augmente, les forces
visqueuses deviennent de plus en plus importantes et la largeur des doigts diminue. On
s'attendrait donc à une largeur extrêmement petite pour des vitesses élevées. On observe
cependant qu'à vitesse élevée la largeur relative des doigts se stabilise sur un plateau à
Fig. 1.6: Prol des doigts calculé pour une tension de surface nulle d'après l'équation (1.15)
de l'analyse de Saman et Taylor [76]. Ce prol est en bon accord avec les observations expéri-
mentales pour des valeurs de  proche de 0:5. Pour des doigts plus larges, correspondant à des
vitesses plus faibles, la tension de surface ne peut pas être négligée et les résultats expérimentaux
dévient du prole calculé.
 = 0:5 : le doigt occupe toujours la moitié du canal. Cette limite de  = 0:5 est restée
inexpliquée pendant très longtemps.
Les premières analyses de l'instabilité ont été menées par Saman et Taylor en 1958
[76] qui ont négligé la tension de surface. En utilisant une transformation conforme, ils
ont calculé la forme des doigts. Ce faisant, ils trouvent une famille continue de solutions
analytiques parametrisées par  (0 <  < 1) :
x =
1  

ln
1
2

1 + cos
y


(1.15)
où x et y sont les coordonnées des points de l'interface exprimées dans le référentiel de
l'extrémité du doigt en unités de la largeur de la cellule. Pour des doigts de largeur relative
proche de 0.5, l'accord avec les résultats expérimentaux est très bon. Pour les doigts plus
larges, correspondant à des vitesses plus faibles, la tension de surface ne peut plus être
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négligée et l'équation (1.15) n'est plus vériée. Quelques solutions de l'équation (1.15) sont
représentées sur la gure 1.6. Bien que l'équation (1.15) prédise correctement la forme des
doigts pour  proche de 0.5, elle n'explique pas pourquoi cette valeur en particulier est
sélectionnée.
Les études de sélection et de stabilité du doigt de Saman Taylor prenant en compte
la tension de surface ont d'abord été numériques. En 1980, McLean et Saman ont calculé
numériquement la dépendance de  en fonction de 1=B et ont pu reproduire la limite 0:5
pour des 1=B élevés. Ce résultat montre que la sélection des doigts est induite par la
tension de surface.
Fig. 1.7: Résultats pour de largeur relative 
n
en fonction de B de la famille discrète sélectionnée
par la tension de surface pour n = 0, 1 et 2 d'après [24]. La solution pour n = 0 est stable et
correspond au doigt qui est observé expérimentalement.
Ce n'est seulement en 1986 que trois groupes : Combescot et al. [21], Hong et Langer
[46] et Shraiman [80] eectuent simultanément une démonstration analytique de la sélec-
tion de la largeur du doigt de Saman Taylor. Leur travaux montrent que la tension de
surface représente une perturbation singulière du problème et introduit ainsi (bien que
les forces capillaires soient très faible devant les forces visqueuses à vitesse élevée) une
condition supplémentaire à la pointe des doigts. Pour une valeur de 1=B donnée, seule
une famille de solutions discrètes 
n
provenant du continuum de Saman et Taylor véri-
e cette condition. Les solutions pour 
n
en fonction de (1=B) de cette famille discrète
tendent toutes vers 0:5 lorsque 1=B devient grand. Dans cette limite de 1=B grand, 
n
en
fonction de 1=B découle de la formule analytique suivante [24] :


n
 
1
2

=
(16
2
)
2=3
8
a
n
(1=B)
 2=3
(1.16)
où les coecients a
n
sont donnés de façon approximative par a
n
= 2 (n+ 4=7)
2
. Cette
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dépendance est aussi reproduite numériquement [24]. Les résultats ainsi obtenus pour
n = 0, 1 et 2 sont montrés sur la gure 1.7. L'étude de la stabilité des diérentes branches
montre que seule la plus étroite (n=0) est linéairement stable pour toutes les valeurs de
1=B. C'est cette branche qui est observée expérimentalement. Le mécanisme de sélection
des doigts de Saman-Taylor a donc nalement été compris.
1.5 Déstabilisation des doigts
Dans le paragraphe précédent, nous avons décrit la dépendance de la largeur d'un doigt
stable en fonction de sa vitesse. Nous avons montré que le mécanisme de sélection des
doigts est maintenant bien compris. Mais on observe expérimentalement que ce doigt se
déstabilise quand 1=B devient susamment grand. L'extrémité du doigt se scinde répéti-
tivement en deux (tip-splitting) : il y a formation d'une structure branchée. Un exemple
de ce processus est montré sur la gure 1.8. La valeur de 1=B du seuil de cette instabilité
secondaire varie fortement avec le niveau de bruit dans la cellule. Ainsi on observe une
uctuation énorme de cette valeur d'une expérience à l'autre. Park et Homsy observent
une déstabilisation du doigt vers 1=B =5000 [66]. Tabeling et al. [86] en réduisant le bruit
dans leurs expériences augmentent le seuil jusqu'à 1=B  60000.
Fig. 1.8: Déstabilisation d'un doigt à vitesse élevée par tip-splitting d'après Park et Homsy
[66]
1.6 Eets tridimensionnels
Jusqu'à maintenant, nous avons discuté le traitement bidimensionel de l'instabilité
de Saman-Taylor. Les analyses classiques comme celles de Saman et Taylor [76] et de
McLean et Saman [64] sont faites dans le cadre de cette approximation.
En pratique, le problème est plus complexe : l'interface entre l'air et le uide se déplace
dans un espace à trois dimensions. Quand le ménisque à la pointe du doigt avance dans
la cellule de Hele-Shaw, il laisse derrière lui un lm de mouillage sur les plaques (Fig.
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1.9 a). Ce lm a jusqu'ici été négligé. Dans le cas d'un uide qui mouille la surface, une
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Fig. 1.9: Vue schématique du doigt et du lm de mouillage entre le doigt et les plaques de verre.
(a) Vue du doigt de côté. t est l'épaisseur de lm de mouillage. (c) Vue du dessus du doigt. (c)
Forme schématisée de la forme du lm de mouillage le long de la largeur de la cellule.
étude théorique du lm de drainage laissé derrière des bulles d'air dans un capillaire a été
menée par Bretherton [16]. Il montre que dans la limite des faibles nombres capillaires
Ca = U=, l'épaisseur du lm t est proportionnelle à Ca à la puissance 2=3 :
t
R
= 0:643 (3Ca)
2=3
(1.17)
où R est le rayon du capillaire. Park et Homsy [67] ont vérié que cette loi peut être
appliquée au cas d'un doigt de Saman-Taylor dans une cellule de Hele-Shaw. Pour cela,
R est remplacé par l'épaisseur de la cellule b et le nombre capillaire Ca =
U

est évaluée
à U = U
n
où U
n
est la composante de la vitesse normale à l'interface. Le lm de mouil-
lage induit une modication du saut de pression à l'interface. Ce saut de pression à été
déterminé par Park et Homsy [67] :
p =

b=2

1 + 3:8Ca
2=3

+

4
 (1.18)
Dans la limite Ca ! 0 où l'épaisseur du lm tend vers zéro, on retrouve un saut de
pression p de la forme de l'équation (1.7) utilisée pour le traitement bidimensionel.
Une étude expérimentale de l'épaisseur du lm de mouillage par interférometrie a été
menée par Tabeling et al. [86, 87]. Pour un doigt de Saman-Taylor, la vitesse normale
U
n
varie le long de l'interface courbée et induit ainsi une variation de l'épaisseur du lm.
Tabeling et al. [86, 87] ont montré qu'en eet l'épaisseur de ce lm est bien décrite par
une loi de la forme suivante :
t = t
max

U
n
U

2=3
(1.19)
Le lm obéit donc à une loi de Bretherton locale le long de l'interface du doigt. U
n
est
maximale à la pointe du doigt ce qui entraîne une largeur maximale du lm au milieu du
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doigt selon l'axe (Ox) (Fig. 1.9 b). La forme de ce lm est schématisée sur la gure 1.9 c.
L'évolution de l'épaisseur maximale t
max
avec Ca est bien décrite par la loi de Bretherton
pour Ca < 3 10
 3
.
Outre cela, ce lm exerce une inuence sur la largeur des doigts. Il en découle que
les valeurs de  pour diérentes géométries et dierents uides dévient faiblement de la
prédiction théorique de McLean et Saman [64]  (1=B) [86]. De plus, les diérents résul-
tats expérimentaux ne tombent pas précisément sur une seule courbe maîtresse. L'accord
entre les résultats expérimentaux et la prédiction théorique peut être amélioré si on tient
compte du lm de mouillage. Pour cela, Tabeling et al. [86] utilisent une tension de surface
eective 
?
qui découle du saut de pression à l'interface tenant compte du lm de mouil-
lage (équ.(1.18)). L'épaisseur de ce lm de mouillage est moyenné le long de la largeur du
doigt et on obtient :


= 


4
+ 

W
b

Ca
2=3

(1.20)
Le fait de moyenner sur l'épaisseur du lm fait intervenir le paramètre  déterminé ex-
périmentalement,  = 1:7. 1=B peut ensuit être recalculé avec cette tension eective de
surface :
1
B

= 12

U



W
b

2
(1.21)
Si les résultats expérimentaux sont tracés en fonction de ce paramètre 1=B

ils sont en
bon accord avec la prédiction théorique de McLean et Saman dans la domaine de validité
de la loi de Bretherton (équ. (1.17)) (Ca < 3 10
 3
).
Pour des nombres capillaires supérieur à Ca  10
 2
les résultats obtenus pour t
max
devient de la prédiction de la loi de Bretherton et tendent vers une valeur de saturation
pour des Ca larges [86]. Dans ce domaine, on observe que la largeur relative des doigts 
passe en dessous de la limite  = 0:5 prédite par les théories classiques bidimensionelles [64,
21, 80, 46]. L'écart entre les valeurs de  observées et  = 0:5 reste faible. L'amincissement
du doigt est très probablement induit par le lm de mouillage.
En conclusion, nous avons montré que l'instabilité de Saman-Taylor est modiée si
les eets tridimensionnels deviennent importants. Un traitement bidimensionel de l'in-
stabilité est cependant possible dans la limite des petits nombres capillaires où les eets
tridimensionnels sont faibles.
Chapitre 2
Les uides non-newtoniens
Dans ce chapitre, nous présenterons les propriétés les plus importantes des uides
non-newtoniens. Dans le premier paragraphe, nous rappellerons les caractéristiques des
uides newtoniens. Des uides qui se comportent comme des uides newtoniens lors d'é-
coulements rhéologiques standards sont par exemple l'eau et les huiles. En revanche, les
solutions de polymères se comportent typiquement comme des uides non-newtoniens.
Dans le deuxième paragraphe, nous présentons quelques phénomènes observés lors de l'é-
coulement de uides non-newtoniens, qui montrent un comportement très diérent de
celui des uides newtoniens. Dans le dernier paragraphe, nous décrirons les caractéris-
tiques principales des uides non-newtoniens.
De nombreux livres traitent de l'hydrodymamique dans le cas newtonien, par exemple
les livres de Guyon et al. [39] et de Landau et Lifschitz [52]. Des informations sur les
uides non-newtoniens peuvent être trouvées par exemple dans les livres de Bird et al.
[9], de Barnes et al. [3] et de Coussot et al. [28].
2.1 Rappels sur les uides newtoniens
2.1.1 La viscosité
La propriété la plus importante et la plus connue en rhéologie est sans doute la vis-
cosité. La première étude sur la viscosité a été menée par Isaac Newton en 1687 et est
publiée dans Principia. Newton considère un écoulement de cisaillement simple comme
il est représenté sur la gure 2.1. Un uide est conné entre deux plaques de surface A
qui se trouvent à une distance b l'une de l'autre. Le uide est mis en mouvement par
une force F appliquée sur la plaque supérieure. La force par unité de surface nécessaire
pour tirer la plaque à une vitesse V est la contrainte  = F=A . Elle est proportionnelle
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Fig. 2.1: Ecoulement de cisaillement simple : un uide est conné entre deux plaques qui se
trouvent à une distance b l'une de l'autre et dont la plaque supérieure est en mouvement à vitesse
constante V . Le cisaillement _ entre les deux plaques correspond à _ = @v
x
=@y = V=b.
au gradient de vitesse dans la direction normale aux plaques : _  @v
x
=@y = V=b qu'on
appelle aussi cisaillement. Si on double la force F, on double la vitesse V. Le coecient
de proportionnalité reliant le gradient à la contrainte est appelé viscosité , ce qui permet
d'écrire la loi de Newton :
 

_
(2.1)
Elle est aujourd'hui expérimentalement bien établie pour les liquides dit newtoniens.
2.1.2 Le tenseur des contraintes
La généralisation de cette relation entre la contrainte et les vitesses de déformation
(équation (2.1)) à des écoulements et des uides arbitraires se fait à l'aide des tenseurs
des contraintes  et des taux de déformations D.
Considérons un élément de surface dS de normale n dans un uide. On analyse la force
exercée par la fraction de volume située d'un côté de l'élément sur celle située de l'autre
côté. Pour préciser cette force, il est nécessaire de connaître les trois composantes de la
contrainte suivant les axes x; y; z pour trois orientations de surface unité perpendiculaire
à ces axes (Fig. 2.2 a). Cela conduit au tenseur des contraintes  dans le uide considéré.
L'élément 
ij
du tenseur représente la composante suivant i de la contrainte exercée sur
une surface dont la normale est orienté suivant j. Ainsi 
yx
, 
zx
et 
xx
sont les composantes
suivant Oy, Oz et Ox de la contrainte exercée sur une surface dont n est orientée selon Ox
(Fig. 2.2 a). 
yx
est une contrainte tangentielle ou de cisaillement et 
xx
est une contrainte
normale. Dans la littérature, une composante 
xx
positive (et de même pour 
yy
et 
zz
)
est généralement dénie comme une tension. Nous allons adopter cette dénition pour la
suite. Notons que Bird et al. [9] dénissent  
xx
comme une tension, ce qui entraîne des
signes contraires dans leur formules par rapport à celles présentées ici. La force exercée
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Fig. 2.2: a) Composantes 
xx
, 
yx
et 
zx
de la contrainte exercée sur une surface dont la
normale est orientée suivant Ox. b) Détermination de la force de contrainte df sur une surface
d'aire dS dont la normale n est d'orientation quelconque.
sur une surface de normale n quelconque s'écrit maintenant :
dF
dS
= 
n
= n (2.2)
On peut extraire du tenseur des contraintes la partie qui correspond aux contraintes de
pression, qui sont les seules présentes en l'absence de gradient de vitesse. On décompose
le tenseur sous la forme :
=  p +  (2.3)
où  est le tenseur des contraintes visqueuses, que nous appellerons par la suite tenseur
des contraintes.
Pour pouvoir résoudre les problèmes d'écoulements dans un uide particulier, il faut
connaître la relation entre le tenseur des contraintes et les déformations dans le uide.
Les déformations dans un uide sont données par le tenseur des gradients de vitesse :
G
ij
=
@V
i
@x
j
. Ce tenseur peut être décomposé en une partie symétrique et une partie an-
tisymétrique. La partie antisymétrique traduit la rotation en bloc du uide. Ce type de
mouvement ne donne pas lieu à des interactions entre éléments voisins et n'est donc pas lié
aux contraintes au sein du uide. On s'intéresse donc au tenseur des taux de déformation
D, la partie symétrique de G qui est :
D
ij
=
1
2

@V
i
@x
j
+
@V
j
@x
i

(2.4)
Notons que lorsque le uide est incompressible, on a d'après l'équation de la conservation
de la masse (1.2) trD = r:V = 0. Une équation qui relie  et D pour des écoulements
arbitraires est appelée équation constitutive.
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Pour un uide newtonien, incompressible, cette équation est :
= 2D (2.5)
L'équation constitutive pour les uides newtoniens incompressibles contient une seule
constante : la viscosité . En sachant que l'équation du mouvement pour des uides
quelconques s'écrit [39] :

dV
dt
= f  rp+r: (2.6)
où dV=dt = @V=@t+ (V:grad)V et f la force extérieure, on voit que si la relation entre
 et D est connue le problème d'écoulement est bien déni. De l'équation constitutive
des uides newtoniens (2.5) et de l'équation (2.6) suit l'équation de Navier-Stokes :

dV
dt
= f  rp+ V (2.7)
2.2 Phénomènes d'écoulements non-newtonien
Le but de ce paragraphe est de montrer les énormes diérences de comportement entre
les uides non-newtoniens et les uides newtoniens. Pour cela, nous présentons quelques
exemples d'écoulements non-newtoniens notamment dans des solutions de polymères. Il
est important de noter que les exemples choisis ne représentent pas des comportements
exceptionnels de quelques uides mais sont plutôt typiques de solutions qui contiennent
des macromolécules.
2.2.1 Ecoulement dans un capillaire
Cette première expérience montre un exemple de comportement d'un uide dont la
viscosité est non-newtonienne. Deux capillaires sont remplis respectivement avec un uide
newtonien et une solution de polymères. Les uides sont choisis de façon à avoir la même
viscosité à bas cisaillement : ceci est vérié en suivant le mouvement d'une très petite bille
qui tombe lentement mais à la même vitesse dans chacun des deux uides (Fig. 2.3). Si
les uides étaient newtoniens, cela voudrait dire que les deux capillaires devraient donc
se vider à la même vitesse lorsqu'on les ouvre. Dans l'expérience, par contre, on constate
que le capillaire rempli avec le uide non-newtonien (solution de polymères) se vide plus
rapidement que celui rempli avec le uide newtonien. Ce phénomène s'explique par le fait
que la viscosité de la solution de polymères dépend du cisaillement et décroît avec celui-ci.
On reviendra sur ce phénomène au paragraphe 2.3.1.
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Fig. 2.3: Ecoulements dans un capillaire. Le comportement newtonien (N) est montré à gauche
et le comportement non-newtonien (P) à droite. a) les deux billes tombent à la même vitesse ; b)
la solution de polymères s'écoule plus rapidement du capillaire que le uide newtonien [9].
2.2.2 L'eet Weissenberg
Cette expérience met en jeu les eets élastiques du uide utilisé. Un bâton tournant
est introduit dans deux récipients remplis respectivement avec un uide newtonien et
une solution de polymères. Le uide newtonien est repoussé vers les bords du récipient
à cause de la force centrifuge et un creux à la surface du liquide se forme autour du
bâton. Le comportement de la solution de polymères est très diérent. Au lieu de se
creuser, la surface monte le long du bâton (voir g. 2.4). Ce phénomène est appelé eet
Weissenberg [9]. L'eet est expliqué par l'existence de contraintes normales élevées. La
contrainte normale sera discutée en détail dans le paragraphe 2.3.1. La répartition de cette
contrainte normale, le long des lignes de courant, est similaire à celle que l'on aurait si
une bande élastique entourait le bâton, et dont la tension créerait une remontée de uide
le long de l'axe.
Notons qu'on peut aussi observer ce phénomène quand le blanc d'oeuf remonte le long
de l'axe d'un batteur rotatif.
2.3 Caractérisation des uides non-newtoniens
Dans le premier paragraphe, nous avons vu que les contraintes dans un uide newtonien
peuvent être caractérisées par une seule constante : la viscosité . Une fois que cette
quantité a été mesurée, la réponse du uide pour des écoulements arbitraires est xée à
l'aide de l'équation constitutive (2.5).
Les exemples du paragraphe précédent ont montré que la situation pour les uides non-
newtoniens est fondamentalement diérente et que la loi de Newton pour la viscosité n'est
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Fig. 2.4: Récipient xe avec bâton tournant. La solution de polyacrylamide monte le long du
bâton [9].
pas adaptée pour décrire les uides non-newtoniens. Contrairement au cas newtonien, une
équation constitutive n'est connue que pour très peu de uides non-newtoniens.
Pour la plupart des uides, il n'est pas possible de trouver une équation constitutive,
c'est à dire de trouver une relation entre D et  pour des écoulements arbitraires. On se
contente donc de déterminer cette relation pour quelques écoulements particuliers.
Nous allons présenter dans ce paragraphe les écoulements standards, extrêmement
simples et bien dénis, utilisés pour caractériser les uides non-newtoniens et discuter
les grandeurs qui peuvent être déduites de chacun de ces écoulements. Notons que dans
la plupart des cas ces paramètres, contrairement au cas newtonien, ne sont pas des con-
stantes, mais des fonctions qui dépendent des caractéristiques de l'écoulement telles que le
cisaillement. Nous présenterons aussi les comportements typiques de ces grandeurs. Nous
nous limiterons ici aux écoulements de cisaillement et d'élongation simples qui seront
importants pour la suite.
On peut distinguer deux eets non-newtoniens principaux : les eets de viscosité et
les eets élastiques. Les eets de viscosité interviennent en cisaillement simple. Les eets
élastiques se manifestent lors d'élongations de volumes de uides. Cependant, comme tout
mouvement de cisaillement peut se décomposer en une rotation pure et une élongation,
les eets élastiques interviennent dans les écoulements élongationnels ainsi que dans les
écoulements de cisaillement simple. Les eets élastiques se manifestent notamment par
des contraintes normales non nulles et une viscosité élongationnelle élevée.
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2.3.1 Cisaillement simple
Le tenseur des contraintes
Nous considérons d'abord un écoulement de cisaillement simple comme nous l'avons
déjà décrit dans le paragraphe 2.1.1 et dont le champ de vitesse est donné par :
v
x
= _y
v
y
= 0 (2.8)
v
z
= 0
Le tenseur des déformations s'exprime de la manière suivante :
D = _
0
B
@
0 1=2 0
1=2 0 0
0 0 0
1
C
A
(2.9)
Dans le cas d'un uide newtonien, seule la composante 
xy
du tenseur des contraintes est
non nulle et l'équation (2.5) donne :
 =  p +  =
0
B
@
 p  _ 0
 _  p 0
0 0  p
1
C
A
(2.10)
Pour les uides non-newtoniens, il faut, en l'absence d'une équation constitutive, sup-
poser que les 6 composantes du tenseur des contraintes peuvent être non nulles. On peut
cependant montrer par des raisons de symétrie que la forme la plus générale du tenseur
des contraintes en cisaillement simple est :
 =  p +  =
0
B
@
 p+ 
xx

xy
0

xy
 p + 
yy
0
0 0  p+ 
zz
1
C
A
: (2.11)
Les trois quantités expérimentalement accessibles en cisaillement simple sont :
la contrainte de cisaillement 
yx
la première diérence de contraintes normales 
xx
  
yy
la deuxième diérence de contraintes normales 
yy
  
zz
Dans la suite, nous allons discuter de ces termes en détail.
La viscosité non-newtonienne
Pour un uide newtonien, on reconnaît dans le tenseur des contraintes (2.10) la dé-
nition de la viscosité de Newton (équation (2.1)), qui est constante :
 

xy
_
(2.12)
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La viscosité non-newtonienne est dénie de la même façon :
 ( _) 

xy
_
(2.13)
mais, contrairement à la viscosité newtonienne, elle dépend du cisaillement. On l'appelle
aussi viscosité de cisaillement ou viscosité apparente. L'origine de cette qualication de-
viendra plus clair dans le paragraphe 4.1. Dans la plupart des cas, la viscosité décroît
avec le cisaillement, le uide est dit rhéouidiant. Si la viscosité croît avec le cisaille-
ment, et le uide est appelé rhéoépaissisant. Dans la suite, nous traitons uniquement le cas
d'un uide rhéouidiant, de beaucoup le plus fréquent. Le comportement typique d'une
viscosité non-newtonienne en fonction du cisaillement est présenté sur la gure 2.5. On
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Fig. 2.5: Viscosité non-newtonienne  en fonction du cisaillement _ pour une solution de
Xanthane à 500ppm. A bas cisaillement, la viscosité est constante avec une valeur 
0
. Pour des
cisaillements plus élevés,  décroît avec _. Dans cette région  ( _) peut être décrite par un modèle
en loi de puissance :  ( _) = k
1
_
n 1
(équ. (2.14)), représenté par le trait solide. A très haut
cisaillement, la viscosité se stabilise de nouveau sur un plateau. La valeur 
1
de ce plateau n'est
pas atteinte dans l'expérience montrée ci-dessus.
constate qu'à bas cisaillement, la viscosité est constante avec une valeur 
0
qu'on appelle
viscosité à cisaillement nul. Pour des cisaillements plus élevés, la viscosité décroît. A très
haut cisaillement, la viscosité se stabilise de nouveau sur un plateau de valeur 
1
qu'on
appelle viscosité à cisaillement inni, valeur non atteinte dans l'exemple de la gure 2.5.
En pratique, la région la plus importante est souvent celle où la viscosité décroît avec
le cisaillement. Dans cette région, la viscosité en fonction du cisaillement est en général
bien décrite par un modèle en loi de puissance :
 ( _) = k
1
_
n 1
(2.14)
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qui contient deux paramètres k
1
et n. Ce modèle est aussi appelé modèle d'Ostwald
de Waele. La gamme de validité de ce modèle peut s'étaler sur plusieurs décades de
cisaillement ou être beaucoup plus restreinte selon le polymère utilisé et la concentration
de la solution.
Il y a aussi des modèles plus sophistiqués pour décrire le comportement de la viscosité
en fonction du cisaillement. Le modèle suivant tient compte du plateau de la viscosité à
cisaillement nul 
0
.
 =

0
 
1 + ( _)
2

m
(2.15)
où  est un temps caractéristique de relaxation du polymère. Le modèle de Carreau tient
de plus compte du plateau de la viscosité à cisaillement élevé 
1
.
   
1

0
  
1
=
1
(1 + (k
1
_
2
))
m
1
=2
(2.16)
Dans beaucoup de cas, il est susant d'utiliser le modèle en loi de puissance (équ. (2.14)),
qui a l'avantage de ne contenir que deux paramètres ajustables.
La viscosité rhéouidiante est responsable de l'écoulement plus rapide du capillaire
rempli de solution de polymères (paragraphe 2.2.1).
Le seuil d'écoulement
Dans certains uides, la conguration des particules ne peut pas être facilement modi-
ée de manière dénitive comme pour les liquides simples. En eet, il existe une structure
plus ou moins rigide d'éléments en interaction qui s'étend de part et d'autre de l'échantil-
lon. Des tels uides sont par exemple des gels, des crèmes ou du dentifrice. Pour provoquer
un écoulement à vitesse extrêmement faible, il faut imposer au uide une contrainte qui
permet d'extraire de manière dénitive une nombre ni d'éléments de leur inclusion. Cette
contrainte critique 
c
est appelée seuil de contrainte. La loi de comportement  ( _) s'ex-
prime alors :
 < 
c
, _ = 0
 > 
c
,  = 
c
+ f ( _)
On peut voir un représentation conceptuelle des principaux comportements en cisaillement
simple pour un uide à seuil et un uide newtonien sur la gure 2.6. Lorsque la contrainte
est inférieure à la contrainte seuil 
c
, un comportement solide peut être observé. Pour des
contraintes supérieures à 
c
, on observe le comportement d'un uide visqueux. Diérents
modèles, qui correspondent à diérents formes de f ( _) ont été proposés pour décrire ce
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Fig. 2.6: Contrainte tangentielle  en fonction du cisaillement dans un diagramme logarithmique
pour un uide à seuil et un uide newtonien.
régime. Pour un uide qui se comporte comme un uide rhéouidiant à loi de puissance
au dessus du seuil, f ( _) / _
n
et on peut exprimer la contrainte de la façon suivante :
 = 
c
+ k
1
_
n
(2.17)
où on reconnaît les paramètres k
1
et n du modèle en loi de puissance (équ. (2.14)). Ceci
est le modèle de Herschel-Bulkley [27]. Dans la limite d'un uide newtonien (n = 1) on
retrouve le modèle de Bingham [39] :
 = 
c
+  _ (2.18)
La contrainte normale
Dans les uides newtoniens, la diérence entre les contraintes normales sont nulles.
Dans les uides non-newtoniens, elles peuvent par contre atteindre des valeurs très élevées.
Elles sont dénies de la façon suivante :
N
1
 
xx
  
yy
 	
1
( _) _
2
(2.19)
N
2
 
yy
  
zz
 	
2
( _) _
2
(2.20)
où les fonctions	
1
et 	
2
sont le premier et le deuxième coecient de la contrainte normale.
N
2
est pour les solutions diluées que l'on va considérer dans la suite de plusieurs ordres
de grandeurs plus petit que N
1
et sera négligé. ( N
1
sera appelée simplement contrainte
normale.)
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Fig. 2.7: Contrainte normale N
1
en fonction du cisaillement _ pour une solution de PEO
(M
w
= 4  10
6
) à 1000 ppm.
Sur la gure 2.7, un comportement typique de N
1
en fonction du cisaillement est
présenté. Les contraintes normales sont rapidement plus élevées que les contraintes visqueuses
typiquement observées dans des solutions de polymères. Les contraintes visqueuses sont
à cisaillement élevé ( 3000 s
 1
) typiquement de l'ordre de 
xy
  _  10 Pa (voir par
exemple gure 2.5), tandis que la contrainte normale présentée sur la gure 2.7 atteint
des valeurs autour de N
1
= 100 Pa pour de tels cisaillements.
La contrainte normale est à l'origine de l'eet Weissenberg.
Des contraintes normales non nulles sont dues à des eets élastiques dans le uide et
se manifestent dans les solutions de polymères surtout lorsque le polymère est exible.
L'existence de diérences de contraintes normales non nulles dans ces uides s'explique
par le fait que le uide devient anisotrope lors de l'écoulement. Une chaîne d'un polymère
exible est au repos en moyenne sphérique. Lors du cisaillement, cette sphère est déformée
en ellipsoïde (voir g. 2.8). Des forces tendant à restaurer la forme sphérique apparaissent.
Elle sont plus grandes dans la direction de l'écoulement que dans les autres directions,
car le grand axe de l'ellipsoïde est en moyenne dirigé dans la direction de l'écoulement.
Ceci mène à une diérence de contrainte normale N
1
= 
xx
  
yy
positive.
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sous cisaillementau repos
τxx
τyy
Fig. 2.8: Déformation d'une chaîne de polymère exible sous cisaillement. Cette chaîne qui est
sphérique au repos est déformée en ellipsoïde lors du cisaillement. Des forces tendant à restaurer
la forme sphérique apparaissent et produisent une contrainte normale N
1
= 
xx
  
yy
non nulle.
2.3.2 Elongation simple
Le tenseur des contraintes
Le champ de vitesse pour une élongation uniaxiale simple (voir gure 2.9) est donné
par :
v
x
=  1=2 _x
v
y
=  1=2 _y (2.21)
v
z
= +_z:
où _ est le taux d'élongation.
extension
z
Fig. 2.9: Ecoulement d'élongation uniaxial simple
Le tenseur des contraintes
Le tenseur des taux de déformation s'écrit sous la forme :
D = _
0
B
@
 1=2 0 0
0  1=2 0
0 0 1
1
C
A
(2.22)
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Pour les uides newtoniens, on trouve d'après l'équation (2.5) un tenseur de contrainte
de la forme suivante :
 =  p +  =
0
B
@
 p   _ 0 0
0  p   _ 0
0 0  p+ 2 _
1
C
A
(2.23)
Pour les uides non-newtoniens, il est possible de montrer par des arguments de
symétrie que la forme la plus générale du tenseur des contraintes en élongation simple est
la suivante :
 =  p +  =
0
B
@
 p + 
xx
0 0
0  p + 
yy
0
0 0  p+ 
zz
1
C
A
(2.24)
Pour l'écoulement d'élongation décrit par les équation 2.21, les directions x et y sont
équivalentes et il y a seulement une diérence de contraintes normales non nulle :

zz
  
xx
(2.25)
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Fig. 2.10: Viscosité élongationnelle 
e
en fonction du taux d'élongation _ d'après le modèle
FENE (cf chapitre 6). A faible taux d'élongation, 
e
est constante et vaut trois fois la viscosité
. Pour des taux d'élongation plus élevés, la viscosité élongationnelle croît pour se stabiliser à
haut taux d'élongation de nouveau sur un plateau.
La viscosité élongationnelle 
e
La viscosité élongationnelle décrivant la résistance du uide à une élongation, est pour
un uide newtonien dénie comme :

e


zz
  
xx
_
: (2.26)
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Des équations (2.23) et (2.26) découle que pour les uides newtoniens, la viscosité élon-
gationnelle vaut trois fois la viscosité de cisaillement 
e
= 3 [85]. Cette viscosité élonga-
tionnelle est donc également une constante pour les uides newtoniens.
Pour les uides non-newtoniens, on déni la viscosité élongationnelle de la même façon,
mais celle-ci dépend alors du taux d'élongation :

e
( _) =

zz
  
xx
_
(2.27)
Le comportement typique de la viscosité élongationnelle en fonction du taux d'élongation,
découlant du modèle théorique FENE, est présenté sur la gure 2.10. Ce modèle sera
discuté en détail au chapitre 6. Pour des taux d'élongation faibles, 
e
est constante et
on peut montrer que dans ce domaine 
e
vaut trois fois la viscosité de cisaillement 
comme pour les uides newtoniens. Pour des taux d'élongation plus élevés, la viscosité
élongationnelle croît pour se stabiliser à haut taux d'élongation sur un nouveau plateau.
La viscosité élongationnelle peut être plusieurs ordres de grandeur plus grande que la
viscosité de cisaillement dans les uides non-newtoniens.
L'origine de cette viscosité est une grande résistance des chaînes exibles des polymères
à l'étirement lors des écoulements élongationnels du uide. La viscosité élongationnelle
est donc comme la contrainte normale un eet élastique.
Chapitre 3
L'instabilité de Saman-Taylor pour les
uides non-newtoniens
Lors des expériences de digitation visqueuse dans les uides non-newtoniens, une
grande variété de motifs remarquablement diérents de ceux obtenus dans les uides new-
toniens a été observée. On observe par exemple un amincissement ou un élargissement des
doigts, des structures fractales ou des doigts qui ressemblent à des fractures. Malheureuse-
ment la plupart des uides utilisés possèdent plusieurs propriétés non-newtoniennes à la
fois qui sont de plus, pour beaucoup de uides, pas entièrement connues. Ceci représente
un grand obstacle pour expliquer les structures observées.
Dans ce chapitre, nous présenterons les principaux travaux expérimentaux sur l'insta-
bilité de Saman Taylor dans les uides complexes qui ont été réalisées jusqu'à maintenant.
Nous décrirons les motifs observés lors de ces études. Une revue des études de l'instabilité
dans les uides complexes se trouvent par exemple dans les articles de revue de McCloud
et Maher [63] et de Van Damme [90].
3.1 Amincissement des doigts
Bonn et al. [13, 14] ont étudié l'instabilité de Saman-Taylor dans une solution d'un
polymère rigide (Xanthane). Lorsqu'ils poussent ce uide avec de l'air dans une cellule
linéaire de Hele-Shaw, ils observent un amincissement des doigts : la largeur relative des
doigts  tend vers des valeurs plus petites que la limite classique de  = 0:5 observées
pour les uides newtoniens à vitesse élevée. Les auteurs montrent que les solutions de
Xanthane sont rhéouidiantes et que l'amincissement des doigts pourrait être induit par
cette propriété non-newtonienne des solutions. Dans cette thèse, nous approfondirons cette
étude des propriétés non-newtoniennes des solutions (paragraphe 5.1.2) et discuterons
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l'inuence du caractère rhéouidiant des solutions sur l'instabilité de Saman-Taylor en
détail (Chapitres 7-9).
Smith et al. [83] observent également des doigts plus ns dans des solutions de polystyrène
dans du dioctyl phtalate.
3.2 Elargissement des doigts
Dans des solutions d'un polymère exible (PEO), Bonn et al. [12, 15] observent un eet
très diérent. Les doigts sont élargis : la largeur relative des doigts  tend vers des valeurs
plus élevées que la limite classique de  = 0:5 à vitesse élevée. Une étude de la largeur des
doigts observés dans une solution de PEO préparée de façon à avoir la même viscosité non-
newtonienne qu'une solution test de Xanthane révèle toujours un élargissement des doigts
pour le PEO au lieu d'un amincissement comme observé pour la solutions de Xanthane
[14, 13]. L'élargissement des doigts ne peut donc pas être expliqué par la viscosité non-
newtonienne des solutions. Bonn et al. [13] montrent qu'il y a des eets de contraintes
normales importants dans les solutions de PEO qui sont négligeables dans les solution
de Xanthane. L'élargissement des doigts est donc très probablement dû a la présence
de contraintes normales dans les solutions de PEO. Les propriétés non-newtoniennes des
solutions de PEO seront déterminées précisément dans cette thèse (paragraphe 5.2 et 6).
Leur inuence sur l'instabilité de Saman-Taylor sera ensuite discutée dans le chapitre
11.
3.3 Structures fractales
Nittman et al. [65] et Daccord et al. [30] ont découvert la formation de structures
fractales dans une solution aqueuse de polysaccharide poussée par de l'eau dans une cellule
de Hele-Shaw. Nittman et al. [65] et Daccord et al. [30] ont fait des expériences en cellule
linéaire ainsi que en cellule radiale. La tension de surface entre les deux uides miscibles
étant très proche de zéro, on trouve des nombres capillaires Ca = U= très élevés, ce
qui favorise la ramication des structures formées (cf paragraphe 1.5). Des structures
aussi ramiées que celles observées lors des expériences de Nittman et al. n'ont cependant
pas été observées lors des expériences dans des uides newtoniens avec une tension de
surface comparable. La tension de surface ne semble donc pas être la seule origine des
structures observées lors des expériences de Nittman et al. et Daccord et al.. Les auteurs
montrent de plus que les solutions de polysaccharide sont rhéouidiantes et suggèrent
donc d'un côté l'importance de cette propriété non-newtonienne des solutions et de l'autre
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côté l'importance de la tension de surface faible pour la formation de structures fractales.
Les structures fractales observées lors des expériences de digitation visqueuse sont
souvent comparées aux motifs obtenus par le modèle de simulation numérique DLA (dif-
fusion limited aggregation). Dans ce modèle [24], une particule est émise loin d'un germe
central et suit une marche aléatoire sur un réseau carré. Dès que la particule visite un
site voisin du germe initial, elle reste gée. Ce processus est répété une grande nombre
de fois. Chaque particule reste gée dès qu'elle visite un site voisin d'un site déjà occupé.
Ce processus résulte en un agrégat fractal. On peut montrer que la probabilité P pour
qu'une particule visite un site donné obéit à la loi de Laplace : P = 0. La croissance des
structures dans ce modèle de simulation numérique se passe donc identiquement à l'in-
stabilité des Saman Taylor dans un champ laplacien. Le modèle ne contient par contre
pas d'équivalent de la tension de surface.
L'aspect visuel des structures fractales observées dans les expériences de Daccord et
al. [30] dans une géométrie radiale ressemble fortement aux agrégats formés dans les
simulations numériques de DLA. Les auteurs montrent que la croissance des doigts dans
les expériences se fait par des branchements successifs à la pointe des doigts. Ceci est
aussi typique de la croissance dans les simulations de DLA et provient de l'écrantage des
zones intérieures par les doigts les plus extérieurs, sur lesquels le gradient de pression
ou la probabilité de croissance sont le plus élevés. De plus Daccord et al. montrent que
les motifs observés dans les expériences ont la même dimension fractale que les agrégat
formés lors des simulations de DLA.
L'étude de la formation de structures fractales a été approfondie par Van Damme et
al. dans des dispersions d'argiles [90, 89, 91]. Ces dispersions représentent des uides non-
Fig. 3.1: Formation d'une structure fractale du type DLA dans une argile de concentration
élevée en colloïdes poussée par de l'air dans une cellule linéaire de Hele-Shaw d'après [89].
newtoniens qui sont dans beaucoup des cas rhéouidiantes et présentent de plus un seuil
d'écoulement. Si leur concentration en colloïdes est augmentée, des propriétés élastiques
deviennent importantes.
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Van Damme et al. [89] ont montré que même quand on pousse des suspensions faible-
ment non-newtoniennes avec de l'air à faible vitesse (a priori, des facteurs stabilisants) on
n'observe pas de doigts stables. En augmentant la vitesse, les structures observées devi-
ennent de plus en plus entrecoupées et irrégulières, sans qu'il soit possible de détecter une
vrai cascade de branchements. Pour obtenir des structures très ramiées qui sont claire-
ment fractales il faut cependant augmenter la concentration en colloïdes des suspensions.
Pour des concentrations susamment élevées, on observe des structures branchées du
type DLA (Fig. 3.1) avec une largeur constante des doigts. Les auteurs montrent [92] que
les motifs formés dans ce régime sont presque identiques quand l'argile est poussée par de
l'eau (miscible avec la dispersion d'argile) au lieu de l'air (non miscible avec la dispersion
d'argile). La dimension fractale des objets n'est par exemple quasiment pas changée. On
observe seulement une diminution de la largeur moyenne des doigts. Une comparaison des
structures formées quand l'argile est poussée avec de l'air ou avec de l'eau est présentée
sur la gure 3.2. La tension de surface ne semble donc pas jouer un rôle important pour
Fig. 3.2: Comparaison des motifs formés dans une argile dans une cellule de Hele-Shaw linéaire
quand l'argile est poussée avec de l'air (gauche) ou de l'eau (droite) d'après [89]. On n'observe
pas de diérence fondamentale dans la morphologie des structures formées.
la formation de structures fractales comme proposé par Nittmann et al. [65]. Comme les
argiles montrent simultanément une viscosité rhéouidiante avec seuil d'écoulement et
des propriétés élastiques, l'origine des structures fractales ne peut pas être déterminée
avec certitude.
3.4 Doigts ressemblant à des fractures
Van Damme et al. [90, 89, 91, 54] observent de plus dans les argiles discutées ci-
dessus une transition des doigts visqueux non-newtoniens vers des doigts qui ressemblent
à des fractures. On peut voir un exemple de cette transition dans une cellule radiale de
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Hele-Shaw remplie avec un argile poussée par de l'eau sur la gure 3.3. Cette transition se
Fig. 3.3: Transition entre un régime de doigts visqueux non-newtoniens (milieu du motif) vers
un régime où les doigts ressemblent à des fractures (partie extérieure du motif) d'après [91].
Cette transition se manifeste quand soit la vitesse des doigts ou la concentration en colloïdes des
argiles est augmentée. Dans l'expérience montrée ci dessus, la vitesse des doigts augmente lors
de la croissance du motif en fonction de la distance du centre et induit ainsi la transition à une
distance donnée du centre.
manifeste quand la vitesse ou la concentration des suspensions augmente. Ceci correspond
à une augmentation du caractère élastique des suspensions. Une mesure de l'importance
des forces élastiques par rapport aux forces visqueuses est le nombre de Deborah De.
Pour De  1, les eets visqueux dominent, alors que De  1 signie que les eets
élastiques sont prépondérants. La transition se manifeste donc à des nombres de Deborah
très élevés. Le motif ainsi formé se caractérise par des bouts des doigts pointus et des
branchements qui se forment derrière la pointe des doigts à des angles droits. De plus,
deux fractures s'attirent contrairement à deux doigts visqueux qui se repoussent. Cette
répulsion observée dans le cas des doigts visqueux newtoniens est une conséquence de la
loi de Darcy qui relie la vitesse locale au gradient de pression locale : si deux doigts se
rapprochent, le gradient de pression entre les deux doigts diminue ce qui défavorise cette
approche. L'attraction de deux fractures montre que le mécanisme de croissance dans le
régime où les doigts ressemblent à des fractures est fondamentalement diérent de celui
des doigts visqueux.
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Zhao et Maher [97] ont observé une transition similaire à celle montrée sur la gure
3.3 dans des solutions d'un polymère associatif (PEO) qu'ils poussent avec de l'eau dans
Fig. 3.4: Transition vers une doigt qui ressemble a une fracture dans une solution d'un polymère
associatif qui est poussée avec de l'eau dans une cellule de Hele-Shaw linéaire d'après [43]
une cellule de Hele-Shaw radiale. Les polymères associatifs de PEO sont des molécules
amphiphiles qui consistent en une chaîne de PEO hydrophile et d'alcanes hydrophobes
attachés à cette chaîne. En solution aqueuse les alcanes hydrophobes essaient de minimiser
le contact avec l'eau et forment ainsi un réseau associatif tridimensionnel réversible. Zhao
et Maher [97] montrent que la transition d'un régime où on observe des doigts visqueux
vers un régime où les doigts ressemblent à des fractures a toujours lieu à peu près au même
nombre de Deborah. Il n'est cependant pas possible d'observer cette transition dans des
solutions de PEO simple, même pour des nombres de Debohra très élevés. Lors de l'étude
de Zhao et Maher [97] il n'a pas été possible de déterminer la propriété physique des
polymères associatifs qui permet la formation de fractures. Les auteurs suggèrent que les
contraintes normales pourraient jouer un rôle.
Une étude de Ignés-Mullol et al. [43] et de Vlad et al. [93] du problème plus simple de
l'instabilité dans une cellule de Hele-Shaw linéaire dans les mêmes solutions de polymères
permet de mieux comprendre la transition entre les doigts visqueux et les doigts qui
ressemblent à des fractures. Comme auparavant, il n'est pas possible d'observer des doigts
qui ressemblent à des fractures dans les solutions de PEO simple. Dans les solutions de
PEO associatif on peut cependant observer un doigt qui ressemble tout d'abord à un doigt
classique de Saman-Taylor puis diminue subitement en largeur et ressemble ensuite à
une fracture (Fig 3.4). Cette transition s'accompagne d'un saut de vitesse du doigt. Une
étude des contraintes de cisaillement en fonction du cisaillement, dans les expériences de
digitation visqueuse, révèle une dépendance non-monotone entre ces deux grandeurs lors
d'expériences dans lesquelles on observe une transition vers des doigts qui ressemblent
à des fractures. Lors des expériences où on n'observe pas de doigts qui ressemblent à
des fractures, cette dépendance est monotone. La non-monotonie entre la contrainte et
3.4. DOIGTS RESSEMBLANT À DES FRACTURES 45
le cisaillement dans les solutions de PEO associatif pourrait donc être connectée à la
formation de doigts qui ressemblent à des fractures.
Des motifs qui ressemblent à ceux observés dans les solutions de PEO associatif ont
été observés lors d'expériences par Greer et al. [37] dans lesquelles de l'azote est injecté
dans une solution concentrée du surfactant AOT dans de l'eau salée. Selon la salinité des
solutions, celles-ci forment des phases diérentes. Pour des concentrations basses en sel,
Fig. 3.5: Doigts observés dans une cellule linéaire rempli avec une solution concentrée du
surfactant AOT poussée par de l'azote d'après [37]. Selon la salinité de ces solutions, celles-
ci forment des phases diérentes dans lesquelles des motifs diérents sont observés. Dans
la phase éponge, les doigts ressemblent à des doigts classiques de Saman-Taylor (a et b) à
l'exception de leur largeur relative qui peut être plus petite que la limite classique de  = 0:5
(des uides newtoniens à haute vitesse). Dans le phase lamellaire, on observe la transition du
doigt visqueux vers une doigts très n ressemblant à une aiguille (c et d). Dans la phase des
spherulites on observe des structures ramiées (e).
dans la phase des spherulites (un gel très visqueux), Greer et al. observent des doigts
ramiés (Fig. 3.5 e). Pour des concentrations plus élevées en sel, la phase des sphérulites se
transforme en une phase lamellaire (une phase uide dont la viscosité est rhéouidiante)
et les auteurs ont décrit la transition du doigt visqueux vers une aiguille très ne (Fig.
3.5 c et d). Cette aiguille ressemble aux fractures observées dans les solutions de PEO
associatif (Fig. 3.4). Pour des concentrations de sel encore plus élevées, dans la phase
éponge, les doigts ressemblent à un doigt de Saman-Taylor classique, à l'exception de sa
largeur relative qui décroît en dessous de la limite classique de  = 0:5 à haute vitesse
(Fig. 3.5 a et b).
Les solutions de AOT présentent comme les solutions de PEO associatif une dépen-
dance non monotone entre la contrainte et le cisaillement, ce qui engendre des écoulements
bistables. L'apparition d'aiguilles pourrait donc comme les fractures dans les solutions de
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PEO associatifs, être liée à la bistabilité de l'écoulement. Greer et al. [37] montrent
de plus qu'il y a une corrélation entre la structure très anisotrope de la phase lamellaire
induite par l'écoulement et la formation de doigts ns qui ressemblent à des aiguilles.
3.5 Autres motifs
3.5.1 Les cristaux liquides
Un grand nombre d'expériences a été réalisé dans des cristaux liquides. Lors des ex-
périences en cellule radiale, un grand nombre de motifs, qui peuvent être reliés à la phase
dans laquelle se trouve le cristal liquide utilisé, a été observé. Nous présentons ici quelques
Fig. 3.6: Observations en cellule radiale dans le cristal liquide 8CB poussé par de l'air d'après
[17] : a) motif de branchement dense observé dans la phase isotope b) motif de dendrites
espacées observé dans la phase nématique.
résultats d'une étude de Buka et al. [17, 18] dans le cristal liquide 8CB en cellule radiale
où de l'air est utilisée comme uide moins visqueux. Ce matériau montre une transition
d'une phase isotope vers une phase nématique quand il est refroidi. Dans la phase isotrope,
on observe un motif que Buka et al. [17, 18] appellent branchements dense (Fig. 3.6 a).
On voit le motif observé dans la phase nématique sur la gure 3.6 b. Ce motif est appelé
dendrites espacées.
3.5.2 Mousse à raser
Park et Durian [68] ont étudié la digitation visqueuse dans une cellule de Hele-Shaw
radiale remplie de mousse à raser commerciale. Comme uide moins visqueux, ils utilisent
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de l'air. A haute vitesse, ils observent des structures de doigts lisses (Fig. 3.7 a) qui
ressemblent beaucoup aux structures observées dans des uides newtoniens en cellule
radiale. A basse vitesse, ils observent des doigts rugueux (Fig. 3.7 b). Les auteurs tentent
de relier le cisaillement, auquel la transition entre les deux motifs observés intervient, à un
temps de relaxation interne de la mousse comme par exemple le temps de réarrangement
des bulles.
(a)
(b)
Fig. 3.7: Motifs observés lors d'une expérience de digitation visqueuse dans une mousse à
raser commerciale poussée par de l'air d'après [68] : a) doigts lisses observés à haute vitesse
b) doigts rugueux observés à basse vitesse.
Nous avons également eectué des expériences de digitation visqueuse dans une mousse
en cellule radiale. Les résultats obtenus en poussant la mousse avec de l'eau seront présen-
tés dans l'appendice de cette thèse.
3.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons montré que l'instabilité de Saman-Taylor dans les uides
non-newtoniens est très riche en motifs. On y observe un amincissement ou élargissement
des doigts (par comparaison au cas newtonien classique) ou bien des structures fractales ou
des doigts ressemblant à des fractures. Cette grande variété d'observations expérimentales
à aussi motivé des études théoriques de l'instabilité de Saman-Taylor dans les uides
complexes. Les analyses des références [12, 15, 50, 51, 4, 5, 23, 96] traitent l'instabilité
dans des uides dont la viscosité est non-newtonienne, tandis que les références [75, 74,
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96, 31] traitent le cas des uides qui possèdent des eets élastiques. Malheureusement,
les propriétés non-newtoniennes des uides utilisés lors des expériences décrites ci-dessus
ne sont dans beaucoup de cas pas entièrement connues. Ceci ne permet pas de relier les
propriétés rhéologiques aux motifs observés dans les expériences de digitation visqueuse
dans ces uides.
Dans la suite de cette thèse, nous considérons des uides qui ne possèdent chacun
essentiellement qu'une seule propriété non-newtoniennes, de façon que les autres puissent
être négligées. Ceci nous permet d'étudier séparément l'eet sur l'instabilité de Saman-
Taylor de ces propriétés non-newtoniennes et de relier ainsi systématiquement les pro-
priétés rhéologiques des uides à la formation de motifs en cellule de Hele-Shaw.
Deuxième partie
La rhéologie
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Chapitre 4
Techniques de mesures rhéologiques
Les principales techniques rhéologiques sont par exemple présentées dans les livres de
Barnes [3], Makoskov [62] et Coussot [28]. Ici, nous allons introduire les méthodes utilisées
dans la suite pour caractériser les uides dans lesquels nous allons étudier l'instabilité de
Saman-Taylor (troisième partie de cette thèse).
Dans les premiers paragraphes, nous présenterons les méthodes rhéologiques pour
déterminer la viscosité non-newtonienne, la contrainte normale et le seuil d'écoulement
d'un uide. La détermination de la viscosité élongationelle étant délicate, nous consacrons
le chapitre 6 à celle-ci. De plus, nous expliquerons la détermination de la concentration
c
?
, qui est importante pour la caractérisation des solutions de polymères.
Dans le dernier paragraphe, nous décrirons le rhéomètre utilisé pour nos mesures
rhéologiques.
4.1 Détermination de la viscosité non-newtonienne
Beaucoup de rhéomètres utilisent un mouvement de rotation pour engendrer des
écoulements de cisaillement simple. Pour déterminer la contrainte  en fonction du ci-
saillement et en déduire la viscosité  ( _) = = _, il y a deux méthodes possibles. On peut
soit faire tourner une partie de la géométrie à une vitesse de rotation donnée, imposant
ainsi le cisaillement et ensuite mesurer le couple qui en résulte ou bien appliquer un couple
bien déni, imposant ainsi la contrainte, et mesurer la vitesse de rotation qui en découle.
Les mesures de viscosité présentées dans la suite sont toujours eectuées à cisaillement
imposé en utilisant deux géométries diérentes : la géométrie Couette et la géométrie cône-
plan.
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a) b)
r1
r0
a
Θ0)
Fz
Fig. 4.1: a) La géométrie Couette est constituée de deux cylindres coaxiaux. r
0
est le rayon du
cylindre extérieur et r
1
le rayon du cylindre intérieur. Le cylindre intérieur tourne à une vitesse
de rotation 
 alors que le cylindre extérieur est xe. b) La géométrie cône-plan consiste en un
cône tronqué et un disque coaxiaux de même rayon a. L'angle d'ouverture du cône est 
0
. Le
uide test rempli l'espace entre ces deux outils. 
 désigne la vitesse de rotation du cône. Cette
géométrie permet de déterminer la force normale F
z
exercée sur le cône.
La géométrie cône-plan
La géométrie cône-plan est constituée d'un disque et d'un cône tronqué de même
diamètre, dont le sommet ctif est situé sur le disque. Le cône et le disque sont coaxiaux
et dans la suite nous considérons le cas où le cône tourne avec une vitesse 
 et le disque
est xe. Le uide test rempli l'espace entre les deux parties du système de mesure (Fig.
4.1 b).
La vitesse locale d'un point du cône situé à une distance r de l'axe vaut 
 r. En
supposant un prol de vitesse du uide variant linéairement entre le disque et le cône, le
gradient de vitesse vaut :
_ =

r
h(r)
=


tan
0
: (4.1)
où h(r) est l'épaisseur locale de uide. Cette approximation est valable dans le cas où

0
est inférieur à quelques degrés [28]. On constate ainsi que le cisaillement ne dépend
pas de la distance à l'axe. Le fait de cisailler le uide entre un cône et un plan permet
donc de s'aranchir de la variation du gradient résultant de l'éloignement de l'axe pour un
cisaillement entre deux plans. Ceci a pour conséquence supplémentaire que la contrainte
tangentielle est constante au sein de l'échantillon. On peut donc écrire directement la
relation entre le couple total C appliqué sur l'axe et cette contrainte  [28] :
 =
3C
2a
3
(4.2)
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où a est le rayon du cône. Des équations (4.1) et (4.2), on déduit :
 =

_
=
3C tan
0
2a
3


: (4.3)
La gamme de cisaillement accessible dans cette géométrie est limitée par la sensibilité de
l'appareil aux cisaillements faibles. Aux cisaillements élevés, des écoulements secondaires
peuvent apparaître limitant ainsi la fréquence maximale de rotation [3].
La géométrie Couette
La géométrie Couette est constituée de deux cylindres coaxiaux en rotation relative.
r
0
désigne le rayon du cylindre extérieur et r
1
le rayon du cylindre intérieur. Dans la suite,
nous considérons le cas où le cylindre intérieur tourne à la vitesse 
 tandis que le cylindre
extérieur est xe. L'intervalle entre les deux cylindres est rempli avec le uide dont on
veut mesurer la viscosité (Fig. 4.1 a).
Un des inconvénients majeurs de cette géométrie réside dans l'hétérogénéité de la
contrainte  dans l'intervalle entre les deux cylindres. En eet, on peut montrer d'après
l'équation de Navier Stokes (équ. (2.7)) que la relation liant le couple C à  s'écrit [28] :
 =
C
2r
2
l
(4.4)
où l est la hauteur du cylindre et r la distance à l'axe central. Le couple C appliqué au
cylindre intérieur est transmis à travers tout l'échantillon et est par conséquent contant à
travers chaque cylindre ctif intermédiaire. L'équation (4.4) montre donc que la contrainte
tangentielle  varie comme l'inverse au carré de la distance à l'axe. Il en résulte que le
gradient de vitesse n'est pas homogène dans l'intervalle entre les deux cylindres.
Lorsque l'intervalle entre les deux cylindres est petit (
r
1
r
0
> 0:99), la courbure des
cylindres peut être négligée et on se retrouve dans une situation similaire au cisaillement
entre deux plaques. Considérant ainsi que le gradient de vitesse est homogène, on obtient :
_ =
r
1


r
0
  r
1
(4.5)
La viscosité  = = _ découle des équations (4.5) et (4.4) considérée en r = r
1
:
 =
C (r
0
  r
1
)
2r
3
0

L
(4.6)
où L est ici la longueur eective sur laquelle le uide est cisaillé. Dû à des eets de bord,
L n'est pas identique à la longueur réelle des cylindres. Mais ces eets de bord sont pris
en compte implicitement lors de l'étallonage du rhéomètre.
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Souvent l'espace entre deux cylindres est trop grand ce qui ne permettent pas d'utiliser
l'approximation de l'intervalle faible. Dans ce cas, le cisaillement dans l'intervalle n'est
pas homogène. Pour pouvoir calculer ce cisaillement, le prol de vitesse entre les deux
cylindres doit être connu.
Pour un uide non-newtonien, la situation est compliquée par le fait que ce prol
dépend des propriétés non-newtoniennes du uide. Le cisaillement dépend donc main-
tenant des propriétés du liquide dont on veut mesurer la viscosité. On comprend main-
tenant le terme de viscosité apparente des uides non-newtoniens utilisé en rhéologie et
introduite au chapitre 2. A l'exception de quelques géométries simples (cône-plan, Couette
avec un intervalle très petit), le cisaillement n'est pas homogène au sein du uide lors d'une
expérience de rhéologie. Dans un uide non-newtonien, l'inhomogéneité de ce cisaillement
dépend des propriétés non-newtoniennes du uide. Ces propriétés ne sont à priori pas
connues. On n'a donc pas accès à une expression exacte du cisaillement présent dans le
uide non-newtonien. Pour déterminer la viscosité d'un uide non-newtonien, on utilise
normalement l'expression du cisaillement pour un uide newtonien dans la géométrie
particulière utilisée. La viscosité ainsi mesurée est désignée viscosité apparente [28] et
dépend de cette géométrie.
Dans certaines cas, il est cependant possible de tenir compte des modications du
cisaillement introduit par le caractère non-newtonien du uide. En supposant par exemple
une dépendance en loi de puissance pour la contrainte en fonction du cisaillement, on peut
évaluer le cisaillement sur le cylindre intérieur :
_ =
2

n (1  b
2=n
)
(4.7)
où b = r
1
=r
0
et n est l'exposant du modèle en loi de puissance  ( _) = k
1
_
n 1
(équ.(2.14)).
La valeur de n peut être déterminée en fonction du couple C et de la vitesse de rotation

 :
n =
d logC
d log

(4.8)
La viscosité  = = _ correspondant au cisaillement sur le cylindre intérieur (équ. (4.7))
découle de l'équation (4.4) :
 =
Cn
 
1  b
2=n

4r
2
1
L

: (4.9)
Pour beaucoup d'instruments dont l'intervalle n'est pas trop large, il est cependant possi-
ble d'utiliser l'approximation du uide newtonien n = 1 dans l'équation (4.7) [62]. L'erreur
due à cette approximation pour un uide à loi de puissance est donnée par :
_
loi de puissance
_
newtonien
=
1  b
2
n (1  b
2=n
)
(4.10)
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Pour n = 0:5 et b = 0:9, on obtient ainsi un erreur de 10 %.
La gamme de cisaillements accessible avec un tel système est limitée par la précision
de l'appareil pour les bas cisaillements. Pour des cisaillements élevés, la transition vers un
régime de rouleaux de Taylor ou vers la turbulence déterminent la fréquence de rotation
maximale [3] utilisable.
4.2 Détermination de la contrainte normale
La contrainte normale peut être déterminée à l'aide d'une géométrie cône-plan qui
permet de mesurer la force normale F
z
exercée sur l'axe du cône par le uide cisaillé (Fig.
4.1 b). On peut montrer [62] que la contrainte normale s'écrit de la façon suivante :
N
1
=
2F
z
a
2

(4.11)
où a est le rayon du cône. On obtient ainsi la contrainte normale N
1
en fonction du
cisaillement _ = 
= tan
0
(équation (4.1)) où 
 est la vitesse de rotation et 
0
l'angle
d'ouverture du cône.
Ces résultats doivent cependant être corrigés par des eets d'inertie et d'écoulements
secondaires. Les forces d'inertie tendent à attirer les plaques l'une vers l'autre, contraire-
ment aux contraintes normales qui tendent à les séparer. Cette force d'inertie est donnée
par [62] :
(F
z
)
inertie
=  0:075

2
a (4.12)
où  est la densité du uide, et induit donc l'équivalent d'une contrainte normale néga-
tive. Ce résultat a été conrmé expérimentalement avec les uides newtoniens et est
supposé rester valable aussi pour les uides non-newtoniens [62]. Pour des angles 
0
un
peu plus élevés, les écoulements secondaires peuvent devenir importants. Pour les uides
newtoniens, la force F
z
induite par ces écoulements peut être estimée par [62] :
(F
z
)
écoulement secondaire
= (F
z
)
inertie
4  10
 3
Re (4.13)
où Re =


2
0
a
2

est le nombre de Reynolds. Il est souvent susant de corriger les valeurs
de N
1
obtenues à partir de l'équation (4.11) par les forces d'inertie (équ. (4.12)) sans tenir
compte des eets d'écoulements secondaires (équ. (4.13)) [62].
Additionnellement, un réglage imparfait des parties du système de mesure, comme par
exemple un décalage du cône par rapport à l'axe, peut introduire des perturbations sur
les mesures.
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4.3 Détermination du seuil d'écoulement
4.3.1 Le plan incliné
La technique d'écoulement sur un plan incliné exploite la caractéristique essentielle
des uides à seuil qui est la formation d'une couche immobile d'épaisseur signicative sur
des plans de pente non nulles ; ceci permet la détermination du seuil de contrainte. Un
eet similaire peut, par exemple, être observé avec du dentifrice déposé sur une brosse à
dent ; le dentifrice supporte son propre poids.
Lors de l'écoulement d'un uide sur un plan incliné, la contrainte tangentielle au sein
du uide varie en fonction de la distance au plan. Un bilan des forces s'exerçant sur un
portion du uide (Fig. 4.2) située à la hauteur y par rapport au plan solide nous permet
surface libre
plan incliné y
h
β
τ (y)
fluide
ρ g (h-y) sin β
Fig. 4.2: Distribution des forces exercées sur une portion de uide en écoulement sur un plan
incliné. La contrainte tangentielle  (y) varie en fonction de y. Pour y inférieur à une certaine
valeur y
c
, cette contrainte  (y
c
) est inférieure à la contrainte seuil 
c
. Dans cette zone, il n'y a
pas d'écoulement possible.
de trouver l'expression de la contrainte selon une couche de uide parallèle à ce plan :
 = g (h  y) sin (4.14)
ou h est l'épaisseur de la couche de uide,  sa densité et  l'angle d'inclinaison de la
planche. Le cisaillement résultant varie donc en fonction de y. L'expression de la contrainte
(équation (4.14)) montre qu'au delà d'une certaine hauteur h
0
au dessus de support, la
contrainte tangentielle est inférieure à 
c
:
h
0
=

c
g sin
(4.15)
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Dans cette zone, il n'y a donc pas d'écoulement possible. Lorsque l'épaisseur de uide est
plus faible que cette épaisseur h
0
l'écoulement du uide s'arrête. Il devient possible de
déterminer le seuil de contrainte en mesurant cette épaisseur critique.
4.3.2 Le rhéomètre
Dans le rhéomètre, la détermination d'un seuil d'écoulement se fait généralement par
des mesures à contrainte imposée [28] : il faut imposer des valeurs croissantes de contrainte
et déterminer la limite au delà de laquelle un écoulement est obtenu.
Cette technique permet d'estimer assez rapidement la valeur du seuil de contrainte,
mais ne s'avère pas très pratique pour déterminer  ( _) pour une large gamme de cisaille-
ment. Pour ce type de mesures, des expériences à vitesse imposées sont mieux adaptées.
Il s'avère utile de combiner ces deux méthodes [28].
Lors d'expériences dans les uides à seuil, en géométrie plan-plan ou cône-plan on
observe souvent un phénomène appelé creusement [28] : la périphérie de l'échantillon
initialement verticale se déforme au cours du cisaillement vers l'intérieur du matériau
(Fig. 4.3). La profondeur du creux formé par rapport à la surface initiale est désignée par
zone cisaillée
zone rigide
a
creusement
a-e
Fig. 4.3: Aspect du creusement qui se forme lors d'une expérience de rhéometrie dans une
géométrie plan-plan ou cône-plan. Les lèvres de la zone incurvée vers l'intérieur de l'échantillon
(bourrelets) ne sont pas cisaillées.
e. On peut montrer [28] que le uide n'est pas cisaillé dans les deux bourrelets en contact
avec les outils et situés au dessus et en dessous du creux, alors que le reste du matériau
semble être correctement cisaillé. Ainsi, le volume réellement cisaillé est diérent de celui
utilisé à priori pour les calculs. En première approximation, il est susant d'eectuer
58 CHAPITRE 4. TECHNIQUES DE MESURES RHÉOLOGIQUES
une correction sur le rayon a de la géométrie (Fig. 4.3) qui détermine le volume. Pour
une géométrie cône-plan, par exemple, la contrainte (
réel
) s'appliquant réellement sur le
matériau est (cf équation (4.2)) :

réel
=
3C
2 (a  e)
3
=

a
a  e

3

app.
(4.16)
où 
app.
est la contrainte déduite directement des mesures en supposant que tout le volume
de matériau est cisaillé. Le creusement conduit donc à sous estimer la viscosité du matériau
étudié.
4.4 Détermination de la concentration c
?
La concentration c
?
est un paramètre important pour caractériser les solutions de
polymères. Elle indique la concentration à partir de laquelle l'enchevêtrement des polymères
devient important. Dans ce paragraphe, nous décrirons deux méthodes diérentes qui per-
mettent de la déterminer.
A très basse concentration, les propriétés des solutions sont uniquement aectées par la
nature des chaînes individuelles de polymères. La viscosité à cisaillement nul 
0
pour une
suspension diluée de particules sphériques et rigides s'écrit d'après la relation d'Einstein
[7] :

0
= 
s
(1 + 2:5+ : : :) (4.17)
où  est la fraction volumique. Cette loi peut aussi être appliquée à des solutions très
diluées de polymères [19, 78] où la fraction volumique s'écrit :
 =
4
3
r
3
g
c
N
A
M
W
(4.18)
M
W
est la masse moléculaire, N
A
le nombre d'Avogadro, c la concentration en g/m
3
et
r
g
le rayon de gyration du polymère en solution. Le rayon de gyration r
g
d'un polymère
représente le rayon du volume eectivement occupé par ce polymère
4
3
r
3
g
. On peut mon-
trer [19, 78] que ce rayon est pour un polymère rigide identique à la longueur du bâton
rigide formé par le polymère (Fig. 4.4 a) et pour un polymère exible identique au rayon
de la pelote formée par ce polymère (Fig. 4.4 b). Le polymère rigide occupe ainsi un
volume eectif beaucoup plus grand que le polymère exible pour une longueur de chaîne
identique. Notons que le volume eectif ainsi déni occupé par un polymère est dans les
deux cas beaucoup plus grand que son propre volume.
A partir d'une certaine concentration, l'enchevêtrement des polymères devient impor-
tant. Cet enchevêtrement modie les propriétés de la solution et entre autres la relation
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(a) (b)
Fig. 4.4: (a) le volume eectif occupé par un polymère rigide et (b) par un polymère exible
d'Einstein (4.17) ne peut plus être tronqué après le premier ordre. La concentration à
partir de laquelle cet enchevêtrement devient important est appelée c

. Une solution est
qualiée de diluée pour des concentrations inférieures à c

.
Cette concentration c

est dénie comme la concentration pour laquelle le volume
eectif occupé par les polymères est égal au volume total du système [35]. Ceci signie
que la fraction volumique  est égale à 1. De l'équation (4.18) découle :
c

=
M
w
N
A
4
3
r
3
g
(4.19)
Ainsi déni le volume eectif occupé par un polymère étant beaucoup plus grand que son
propre volume, cette dénition ne signie pas que les chaînes de polymères remplissent
entièrement le volume total du système. Comme les polymères en solution ne sont pas
distribués de façon homogène dans le volume et suivent de plus un mouvement brownien, il
n'y a pas de concentration non nulle à laquelle les polymères ne s'enchevêtrent absolument
pas. Mais on observe une augmentation continue de cet enchevêtrement à mesure que la
concentration des solutions augmente. c

ne représente donc pas une concentration à
laquelle il y a un changement de comportement abrupt des solutions mais donne plutôt
une ordre de grandeur de la concentration à partir de laquelle l'enchevêtrement devient
important.
Il y a plusieurs méthodes pour déterminer c

. Il est premièrement possible de le déduire
de la relation (4.19) en connaissant le rayon de gyration r
g
des polymères. Ce rayon de
gyration peut être déterminé en diusion de lumière [7].
Une autre possibilité est de déterminer c

à partir des mesures de viscosité. Pour cela,
il est nécessaire de déterminer la viscosité intrinsèque [] dénie de la façon suivante :
[] = lim
c!0


0
  
s
c 
s

(4.20)
où 
S
est la viscosité du solvant. Le produit entre la viscosité intrinsèque et c

est souvent
supposé constant [82]. Pour beaucoup de systèmes, il est possible de montrer que cette
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constante est de l'ordre de 1 [34].
c

[] = 1 (4.21)
Nous montrerons dans la suite que cette relation est liée à la dénition de c
?
comme étant
la concentration à laquelle la fraction volumique  = 1. Pour cela nous écrivons la viscosité
intrinsèque [] à l'aide de la relation d'Einstein (équ. (4.17)) 
0
= 
s
(1 + 2:5+ : : :) de
la façon suivante :
[] = lim
c!0


0
  
s
c 
s

= lim
c!0
(2:5=c+ : : :) (4.22)
Notons que  étant proportionnel à c le terme =c est une constante indépendante de c
et correspond à la viscosité intrinsèque []. On voit ainsi que la dénition  = 1 mène
également à une valeur [] c
?
de l'ordre de 1 ce qui conduit à l'équation (4.21).
4.5 Le rhéomètre utilisé
Nos mesures de rhéologie sont eectuées à l'aide d'un rhéomètre Reologica Stress
Tech. Il s'agit d'un rhéomètre multifunction relié à un PC. Nous disposons des géométries
suivantes (Fig. 4.5) :
 Une géométrie cône-plan d'un rayon de a = 27:5 mm et d'une angle d'ouverture
de cône de 
0
= 0:5

, qui sera appelée C55 dans la suite. Cette géométrie permet
d'eectuer des mesures dans la gamme de cisaillement de 100 s
 1
< _ < 6000 s
 1
.
 Une géométrie cône-plan d'un rayon de a = 25 mm et d'une angle d'ouverture
de cône de 
0
= 1

, qui sera appelée C50 dans la suite. Cette géométrie permet
d'eectuer des mesures dans la gamme de cisaillement de 100 s
 1
< _ < 2000 s
 1
.
 Une géométrie Couette à double gap constituée d'un cylindre tournant de rayon
r = 20 mm et de deux gaps de même largeur b = 1:7 mm. Cette géométrie sera
appelée DG dans la suite. Elle permet de faire des mesures dans la gamme de
cisaillements de 1 s
 1
< _ < 500 s
 1
. La valeur r
0
=r
1
dénie au paragraphe 4.1 est
ici (r   b) =r = 0:96. Ceci signie que la géométrie DG doit être considérée comme
une géométrie Couette à gap large.
Lors des expériences, le rhéomètre détermine la vitesse de rotation 
 et le couple C. Pour
les géométries cône-plan, le rhéomètre calcule le cisaillement _ à l'aide de l'équation (4.1).
La relation entre la contrainte  et le couple C est déterminée par étalonnage par rapport
à l'eau. Pour la géométrie Couette, le cisaillement _ en fonction de la vitesse de rotation

 est calculé avec l'équation (4.7) pour des gaps larges. Comme auparavant, la relation
entre la contrainte  et le couple C mesuré est déterminée par un étalonnage avec de
l'eau. Il est ainsi possible de remonter à la viscosité  ( _) = = _ à partir des mesures de
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a = 27.5 mm
Θ0)
Fz
= 0.5°
C55
a = 25 mm
Θ0)
Fz
= 1°
C50 DG
r
b
Fig. 4.5: La géométrie cône-plan C55, la géométrie cône-plan C50 et la géométrie Couette à
double gap du rhéomètre Reologica Stress Tech.
la vitesse de rotation 
 et du couple C. Les géométries cône-plan permettent de plus de
mesurer la force normale F
z
.
Quelques mesures dans la mousse seront eectuées dans une géométrie plan-plan d'un
rayon a = 20 mm qui est appelée P40. De plus, quelques mesures à très bas cisaillement
(0.01 s
 1
< _ < 100 s
 1
) ont été eectuées à l'aide d'un rhéomètre Contraves LS30 à
l'Institut Français du Pétrole dans une géométrie de Couette.
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Chapitre 5
Caractérisation des uides
Dans ce chapitre, nous caractériserons les uides non-newtoniens dans lesquels l'in-
stabilité de Saman-Taylor sera étudiée dans la suite (troisième partie de cette thèse).
Les uides utilisés sont une solution d'un polymère rigide (Xanthane), une solution d'un
polymère exible (PEO), un gel de polymère (gel coiant commercial) et une mousse
(mousse à raser commerciale). Nous avons choisi ces uides car ils ne possèdent chacun
essentiellement qu'une seule propriété non-newtonienne, de façon que les autres puissent
être négligées.
Dans la suite, nous déterminerons la viscosité non-newtonienne et la contrainte nor-
male de ces uides et vérions si ceux-ci possèdent un seuil d'écoulement. De plus, pour
les solutions de polymères, la concentration c
?
est déterminée.
5.1 Solutions de Xanthane : uide rhéouidiant
5.1.1 Un polymère rigide : le Xanthane
Nous utilisons des solutions aqueuses diluées et semi-diluées du polymère Xanthane
de Aldrich d'une masse moléculaire de M
w
= 310
6
u.m.a.. Le Xanthane est un polysac-
charide naturel produit par la fermentation de bactéries (Xanthomonas campestris). C'est
un polymère rigide qui se présente sous forme de bâton en solution aqueuse. Les solutions
sont préparées de la façon suivante : une solution de concentration élevée, généralement
de 1000 wppm (parts per million en poids, dans la suite wppm sera souvent simplement
remplace par ppm), est préparée et ensuite diluée pour obtenir une solution de concen-
tration plus faible. Pour obtenir la solution de polymère, un tourbillon est créé au milieu
d'un acon rempli d'eau sur un agitateur magnétique et le Xanthane en forme de poudre
est ensuite rajouté peu à peu dans le tourbillon. Une solution homogène est obtenue après
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quelques heures d'agitation faible. Notons que les solutions de Xanthane se conservent
moins d'une semaine.
5.1.2 La viscosité non-newtonienne
La viscosité non-newtonienne des solutions de Xanthane est mesurée avec les deux
rhéomètres diérents (Reologica Stress Tech, Contraves LS30) décrit au paragraphe 4.5,
an de couvrir une large gamme de cisaillements. Sur le rhéomètre Reologica Stress Tech
nous utilisons les géométries cône-plan C55 et double gap DG. La gure 5.1 montre la
viscosité ainsi obtenue en fonction du cisaillement pour quelques concentrations sélec-
tionnées. On constate que pour les concentrations faibles, la viscosité n'est pas beaucoup
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Fig. 5.1: La viscosité en fonction du cisaillement pour des solutions de Xanthane à diérentes
concentrations, 50 ppm (3), 100 ppm (M), 500 ppm (2) et 1000 ppm (). Les traits représentent
les ts du modèle en loi de puissance :  ( _) = k
1
_
n 1
(équ. (2.14)) pour des cisaillements élevés.
modiée par l'ajout de polymères dans l'eau (elle reste proche de la valeur de celle de l'eau

eau
= 1 mPa s) et varie peu avec le cisaillement. Pour les concentrations plus élevées,
la viscosité à cisaillements faibles est beaucoup plus élevée que la viscosité de l'eau et
décroît avec le cisaillement. En augmentant la concentration des solutions, il est ainsi
possible de modier le caractère rhéouidiant des solutions : on va d'un uide faible-
ment rhéouidiant à faible concentration à un uide fortement rhéouidiant à forte
concentration.
Dans une certaine gamme de cisaillement, la viscosité rhéouidiante est bien décrite
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concentration k
1
n gamme de validité
50 2.06 0.930 10 s
 1
< _ < 500 s
 1
100 5.23 0.818 10 s
 1
< _ < 500 s
 1
200 11.04 0.737 5 s
 1
< _ < 500 s
 1
250 11.04 0.727 5 s
 1
< _ < 500 s
 1
500 40.62 0.607 1 s
 1
< _ < 1000 s
 1
1000 160.35 0.463 1 s
 1
< _ < 1000 s
 1
1750 511.46 0.326 1 s
 1
< _ < 1000 s
 1
2000 568.09 0.329 0.1 s
 1
< _ < 1000 s
 1
3000 1088.70 0.269 0.1 s
 1
< _ < 1000 s
 1
Tab. 5.1: Paramètres k
1
et n du modèle en loi de puissance pour la viscosité  = k
1
_
n 1
(équa-
tion (2.14)) et la gamme de validité de ce modèle pour des solutions de Xanthane à diérentes
concentrations.
par le modèle en loi de puissance de Ostwald de Waele (équation (2.14)) :
 ( _) = k
1
_
n 1
(5.1)
Les ts des données expérimentales  ( _) avec ce modèle sont également présentés sur la
gure 5.1. On constate que pour un uide fortement rhéouidiant, la gamme de cisaille-
ment où le modèle est valable est plus large que pour un uide faiblement rhéouidiant.
La valeur de n (0<n<1) qu'on appelle aussi exposant du modèle en loi de puissance est
une mesure du caractère rhéouidiant des solutions. n est proche de 1 pour des solutions
faiblement rhéouidiantes et diminue quand le uide devient plus fortement rhéouidi-
ant. Le tableau 5.1 regroupe, pour les solutions de Xanthane de diérentes concentrations
utilisées dans la suite, les résultats pour les paramètres k
1
et n déterminés à partir des
données expérimentales  ( _) avec le modèle en loi de puissance  ( _) = k
1
_
n 1
, ainsi
que la gamme de validité de ce modèle. On constate que n est proche de 1 pour la con-
centration de 50 ppm et diminue jusqu'à n = 0:269 pour la solution de 3000 ppm. Ceci
montre encore une fois que le caractère rhéouidiant des solutions augmente avec leur
concentration en Xanthane.
5.1.3 La concentration c

La concentration c
?
, introduite au paragraphe 4.4, est pour les solutions de polymères
une mesure de l'importance de l'enchevêtrement des polymères. Nous utilisons la relation
[] c
?
= 1 (équ. (4.21)) également introduite au paragraphe 4.4 pour déterminer cette
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concentration c

pour le Xanthane. La viscosité intrinsèque [] = lim
c!0


0
 
s
c 
s

(équ.
(4.20)) où 
s
est la viscosité du solvant et 
0
la viscosité à cisaillement nulle, se déduit des
mesures de viscosité  ( _) pour des solutions de Xanthane à diérentes concentrations. 
0
est déterminée pour chaque concentration à l'aide d'un t des donnés  ( _) avec le modèle
 ( _) =

0
(
1+( _)
2
)
m
(équ. (2.15)). Un tel t est montré sur la gure 5.2 a. Ensuite, la quantité

0
 
S
c 
S
est tracée en fonction de c (Fig. 5.2 b). Dans le paragraphe 4.4, nous avons montré
que cette quantité peut être représentée comme un polynôme en c. Le coecient d'ordre
zéro de ce polynôme est égal à la viscosité intrinsèque []. Ce coecient est déterminé par
un t polynômial des donnés

0
 
S
c 
S
qu'on peut également voir sur la gure 5.2 b. Pour les
solutions de Xanthane, on trouve [] = 0:019 ce qui mène à c

= 50 ppm (équ. (4.21)).
Sur la gure 5.1, on voit que les solutions de Xanthane deviennent signicativement
rhéouidiantes pour des concentrations c > c

.
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Fig. 5.2: a) La viscosité en fonction du cisaillement () pour une solution de Xanthane de
500 ppm et un t ( ) avec le modèle  ( _) =

0
(
1+( _)
2
)
m
de l'équation (2.15) qui permet de
déterminer 
0
. b)

0
 
s
c 
s
() en fonction de la concentration c en Xanthane des solutions et
t ( ) avec un polynôme en c an d'obtenir la limite lim
c!0


0
 
s
c 
s

qui correspond à la
viscosité intrinsèque [].
5.1.4 La contrainte normale
Les valeurs de la contrainte normale N
1
obtenues lors de mesures rhéologiques doivent
être corrigées par des eets d'inertie et d'écoulements secondaires introduits au paragraphe
4.2. Nous décrirons la procédure adoptée pour déterminer cette contrainte normale dans
nos solutions de polymères diluées en détail au paragraphe 5.2.4 pour les solutions de PEO.
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Dans ce paragraphe, nous nous limiterons à la présentation des résultats de contrainte
normale en fonction du cisaillement obtenus dans les solutions de Xanthane.
Ces résultats sont représentés sur la gure 5.3. On constate qu'il n'y a pas de contrainte
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Fig. 5.3: La contrainte normale en fonction du cisaillement pour des solutions de Xanthane
de 1000 ppm () et 3000 ppm (). Dans la gamme de cisaillements accessibles (100 s
 1
< _ <
6000 s
 1
), des contraintes normales peuvent être détectées seulement à partir d'une concentration
c de 3000 ppm.
normale détectable à la précision de nos mesures, jusqu'à une concentration de 1000 ppm
incluse. Pour une concentration de 3000 ppm, on mesure une faible contrainte normale. Des
contraintes normales se manifestent généralement suite à une déformation élastique des
chaînes de polymère. Cette déformation est très faible pour le polymère rigide Xanthane.
Ceci explique qu'on ne mesure pas de contrainte normale dans les solutions diluées de
Xanthane. Par contre, pour des concentrations plus élevées que c

, l'interaction entre
les polymères peut créer une contrainte normale. Cette interaction, et ainsi la contrainte
normale, devient plus importante au fur et à mesure que la concentration augmente.
Lors de nos mesures, il est seulement possible de détecter une contrainte normale pour
des concentrations c  3000 ppm, ce qui signie que cet eet n'est pas très prononcé.
Ces résultats de contrainte normale N
1
( _) seront mis en relation avec les contraintes
visqueuses  ( _) _ pour un même cisaillement, dans le résumé concernant les solutions de
Xanthane (paragraphe 5.1.5).
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5.1.5 Résumé concernant les solutions de Xanthane
Dans les solutions de Xanthane, la propriété non-newtonienne dominante est la vis-
cosité non-newtonienne. Sur la gure 5.4, on voit le rapport entre la contrainte normale
N
1
( _) et la contrainte visqueuse  ( _) _ en fonction du cisaillement _, pour une concen-
tration en Xanthane de 1000 ppm. On constate, qu'à faible cisaillement N
1
( _) = ( ( _) _)
uctue autour de zéro et augmente très légèrement pour des _ plus élevés, tout en restant
inférieur à 1, dans la gamme de cisaillements accessibles (100 s
 1
< _ < 6000 s
 1
). Notons
que les valeurs négatives qu'on voit sur la gure 5.4 sont dues à des incertitudes lors de
la détermination du zéro de l'appareil de mesure. Pour des concentrations c  1000 ppm
(correspondant à la gamme de concentrations utilisées dans la plupart de nos expériences
de digitation visqueuse), la contrainte normale peut donc être négligée devant la contrainte
visqueuse.
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Fig. 5.4: Le rapport entre la contrainte normale et la contrainte visqueuse : N
1
( _) = ( ( _) _) en
fonction du cisaillement _ pour une solution de Xanthane de 1000 ppm. On constate, que dans
la gamme de cisaillements accessible par nos expériences rhéologiques la contrainte normale est
négligeable par rapport à la contrainte visqueuse pour cette solution.
Le caractère rhéouidiant des solutions peut être contrôlé par la concentration des
solutions. Pour de faibles concentrations, les solutions sont faiblement rhéouidiantes et
se comportent presque comme des uides newtoniens. Quand la concentration augmente
les solutions deviennent de plus en plus rhéouidiantes. Une mesure du caractère rhéou-
idiant des solutions est l'exposant n du modèle en loi de puissance  ( _) = k
1
_
n 1
(équ.
(2.14)) pour la viscosité. n est proche de 1 pour les uides faiblement rhéouidiants
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et devient de plus en plus petit quand le caractère rhéouidiant du uide devient plus
important.
5.2 Solutions de PEO : eets élastiques
5.2.1 Un polymère exible : le PEO
Nous utilisons le polymère exible polyéthylènoxide (PEO) de Union Carbide. La
masse moléculaire du PEO WSR301 est de M
w
= 4 10
6
u.m.a. et de M
w
= 2 10
6
u.m.a.
pour le PEO WSR N60K. Quand nous ne spécions pas le type de polymère utilisé, nous
faisons dans la suite toujours référence au PEO WSR301. Le PEO WSR N60K ne sera
utilisé qu'exceptionnellement.
Les solutions de PEO sont préparées de la même façon que celles de Xanthane (cf para-
graphe 5.1.1). Lors de la préparation des solutions de PEO, il faut cependant faire atten-
tion à ne pas agiter les solutions trop violemment, car on risque de casser les polymères
exibles. Le PEO se dissout moins facilement dans l'eau que le Xanthane. Il est donc
nécessaire d'agiter les solutions pendant plus de temps ( 5 heures) avant d'obtenir une
solution homogène. Cette solution est ensuit laissée au repos durant 24 heures.
5.2.2 La viscosité non-newtonienne
La viscosité non-newtonienne des solutions de PEO est déterminée sur le rhéomètre
Reologica Stress Tech en utilisant les géométries cône-plan C55 et double gap DG (cf
paragraphe 4.5). Les résultats pour des concentrations de 125 ppm, 250 ppm, 500 ppm et
1000 ppm pour une gamme de cisaillement de 100 s
 1
< _ < 6000 s
 1
sont représentés sur
la gure 5.5. On constate que la viscosité des solutions change à peine avec le cisaillement
et peut donc être considérée comme newtonienne. De plus, la viscosité des solutions de
PEO reste, même pour les concentration élevées, très proche de celle de l'eau.
5.2.3 La concentration c

La concentration c

est pour les solutions de PEO déduite des mesures de viscosité
 ( _). Des mesures de  ( _) à bas cisaillement ont été eectuées à cette occasion sur le
rhéomètre Contraves LS30 (cf paragraphe 4.5). Ici, nous suivons la même procédure que
pour la détermination de c
?
dans les solutions de Xanthane (cf paragraphe 5.1.3). Sur
la gure 5.6, on voit
 
S
c 
en fonction de la concentration c. La viscosité intrinsèque est
déterminée à partir de ces résultats à [] = 0.0026, ce qui mène à c

= 380 ppm.
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Fig. 5.5: La viscosité en fonction du cisaillement pour les solutions de PEO de 1000 ppm (N),
500 ppm (), 250 ppm (H) et de 125 ppm (). La viscosité des solutions de PEO ne varie presque
pas avec le cisaillement et peut donc en bonne approximation être considérée comme newtonienne.
Les traits représentent un t des donnés  ( _) avec l'équation (6.1) du modèle FENE (cf chapitre
6).
On constate que c

est plus élevée pour les solutions du polymère exible PEO que
pour le polymère rigide Xanthane (c

= 50 ppm). La concentration c
?
étant proportionelle
à l'inverse du volume eectif occupé par un polymère (cf paragraphe 4.4), ceci signie que
le volume eectif occupé par le polymère Xanthane est plus grand que celui occupé par
le polymère exible PEO. Ceci est en accord avec la remarque faite au paragraphe 4.4 :
le volume eectif occupé par un polymère rigide est plus grand que celui d'un polymère
exible pour des longueurs de chaîne comparables.
Par conséquent, la fraction volumique eective  est plus élevée dans les solutions de
Xanthane que dans les solutions de PEO, à concentration identique. En utilisant la relation
d'Einstein (équ. (4.17)), 
0
= 
s
(1 + 2:5+ : : :) cette diérence de fractions volumiques
explique que la viscosité à cisaillement nul est, pour une concentration donnée, plus élevée
pour le Xanthane que pour le PEO.
5.2.4 La contrainte normale
La détermination de la contrainte normale dans les solutions diluées de polymères im-
pose des conditions de mesures spéciques. Premièrement, les eets de contrainte normale
se manifestent seulement pour des cisaillements susamment élevés pour pouvoir étirer
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Fig. 5.6:
 
S
c 
en fonction de la concentration c pour les solutions de PEO et un t polynômial
permettant de retrouver la limite lim
c!1

 
S
c 

qui correspond à la viscosité intrinsèque [].
les pelotes de polymères. Ceci demande que l'inverse d'un temps de relaxation typique
 du polymère soit égal au cisaillement dans l'écoulement : _  1= . Pour le PEO, cet
temps de relaxation   1 ms (cf chapitre 6), et il faut donc atteindre des cisaillements
de l'ordre de 1000 s
 1
avant de pouvoir mesurer des contraintes normales signicatives
dans les solutions de PEO. A cause de l'apparition d'écoulements turbulents, la majorité
de géométries de mesures ne permettent pas d'atteindre des cisaillement aussi élevés.
Deuxièmement, N
1
est relativement faible pour les solutions diluées ce qui demande des
dispositifs de mesures très sensibles.
Pour satisfaire à ces exigences, nous utilisons la géométrie cône-plan C55 d'un rayon
a de 27.5 mm et d'angle 
0
de 0.5

, fabriqué sur mesure pour les mesures de contrainte
normale dans les solutions très diluées de polymères. Le grand rayon permet une mesure
très sensible de la contrainte normale. Le fait que l'angle soit extrêmement petit permet
d'obtenir des cisaillements élevés à basse vitesse de rotation, ce qui limite l'importance
d'écoulements secondaires.
Dans le paragraphe 4.2, nous avons expliqué que les résultats de mesures rhéologiques
de la contrainte normale N
1
doivent être corrigés par des eets d'inertie et d'écoulements
secondaires. Pour les mesures de N
1
dans les solutions de PEO, nous tenons compte de
ces corrections en prenant les résultats obtenues pour l'eau pure comme référence. Lors
des expériences, l'intervalle entre le cône et le plan est toujours rempli avec la même
quantité de uide. Des éventuels eets de bord se produisent donc toujours de la même
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façon et devraient elles aussi être corrigés en prenant l'eau comme référence. Les valeurs
de N
1
obtenues pour l'eau pure sont montrées sur la gure 5.7. Les contraintes normales
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Fig. 5.7: N
1
en fonction du cisaillement pour de l'eau pure () et les solutions pour la contrainte
normale découlant de l'équation des forces d'inertie (4.12) () et des écoulements secondaires
(4.13) (- - -).
découlant des équations pour l'inertie (4.12) et les écoulements secondaires (4.13) dans la
géométrie C55 utilisée et pour l'eau ( = 1 mPa s et  = 10
3
kg/m
3
) sont aussi montrées.
Notons qu'il n'y a pas de paramètre ajustable. On constate, que les résultats expérimen-
taux sont très bien décrits par le terme correctif d'inertie découlant de l'équation (4.12)
seul. Les eets dûs aux écoulements secondaires sont en fait négligeables, dû au petite
angle d'ouverture du cône 
0
. On peut aussi exclure l'inuence d'autres eets comme par
exemple un réglage imparfait des parties du système de mesure sur ces résultats.
Comme la viscosité et la densité des solutions de PEO sont quasiment inchangées par
rapport à celle de l'eau, on peut supposer que les forces supplémentaires induites par les
eets d'inertie et d'écoulements secondaires dans ces solutions de PEO, restent elles aussi
identiques à celles présentes dans l'eau pure. Une correction des résultats bruts obtenus
pour les solutions de PEO par les résultats de l'eau :
N
1
= (N
1
)
brut
  (N
1
)
eau
(5.2)
devrait donc enlever l'inuence de ces forces sur les mesures.
Cette hypothèse est vériée par l'utilisation d'une deuxième géométrie C50 (a = 25mm
et 
0
= 1

). Les résultats obtenus dans les géométries C50 et C55 (Fig. 5.8) pour une
solution de PEO de 1000 ppm corrigés à l'aide de l'équation (5.2) par rapport à l'eau
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Fig. 5.8: La contrainte normale en fonction du cisaillement pour une solution de PEO de
1000 ppm pour la géométrie de mesure C50 de a = 25 mm et 
0
= 1

() et C55 de a = 27:5 mm
et 
0
= 0:5

().
sont en bon accord ce qui indique que les forces supplémentaires d'inertie (4.12) et des
écoulements secondaires (4.13) sont en eet identiques pour l'eau et les solutions diluées
de PEO. Notons que les mesures dans la géométrie C50 ont été eectuées sur un nou-
veau rhéomètre Reologica Stress Tech, qui possède un détecteur de forces normales F
z
plus sensible que l'ancien rhéomètre. Ceci explique que les valeurs de N
1
obtenues à bas
cisaillement uctuent moins dans la géométrie C50 que dans la géométrie C55.
Les valeurs de contrainte normaleN
1
corrigées pour les solutions de 125 ppm, 250 ppm,
500 ppm et 1000 ppm sont montrés sur la gure 5.9 en fonction du cisaillement. Les
résultats sont déterminés avec une précision de 10 Pa. On constate que les contraintes
normales sont élevées dans les solutions de PEO. La contrainte normale est proche de zéro
à bas cisaillement et commence à augmenter autour d'un certain cisaillement critique. Ce
cisaillement semble être un peu plus bas pour les solutions concentrées (1000 ppm et
500 ppm) que pour les solutions moins concentrées (250 ppm et 125 ppm). La contrainte
normale devient plus élevée quand la concentration augmente et atteint des valeurs aussi
élevées que N
1
= 100 Pa à haut cisaillement pour la solution de 1000 ppm. Pour les
concentrations élevées, une instabilité secondaire, probablement d'origine élastique [38],
intervient à un cisaillement inférieur à 6000 s
 1
et limite donc la gamme de cisaillement
accessible. Cette instabilité se manifeste par un saut de viscosité lors des mesures et est
ainsi facilement détectable.
L'existence de contraintes normales élevées dans les solutions de PEO indique aussi une
74 CHAPITRE 5. CARACTÉRISATION DES FLUIDES
-20
0
20
40
60
80
100
120
140
100 1000 10000
cisaillement (1/s)
co
n
tr
ai
n
te
 n
o
rm
al
e 
(P
a)
Fig. 5.9: La contrainte normale en fonction du cisaillement pour les solutions de PEO de
1000 ppm (N), 500 ppm (), 250 ppm (H) et de 125 ppm (). Les traits représentent un t avec
l'équation (6.2) du modèle FENE (cf chapitre 6)
viscosité élongationnelle élevée, les deux phénomènes ayant la même origine (cf chapitre
2). Le chapitre 6 est consacré à la détermination de cette viscosité élongationnelle.
5.2.5 Résumé concernant les solutions de PEO
Le polymère polyéthylènoxide (PEO) est un polymère exible. On s'attend donc à des
eets élastiques importants dans ces solutions.
On observe en eet des contraintes normales N
1
( _) élevées, qui sont comparées aux
contraintes visqueuses  ( _) _ pour un même cisaillement _ sur la gure 5.10. On constate
queN
1
( _) = ( ( _) _) est proche de zéro pour de faibles cisaillements et augmente fortement
à mesure que le cisaillement augmente. Pour _ = 3000 s
 1
, la contrainte normale est
déjà 15 fois plus élevée que la contrainte visqueuse et représente donc la propriété non-
newtonienne dominante. Ce résultat est très diérent de celui observé pour une solution
du polymère rigide (Xanthane) à la même concentration, où la contrainte normale reste
inférieure à la contrainte visqueuse pour des cisaillements aussi élevés que _ = 6000 s
 1
.
De plus, la viscosité ne dépend presque pas du cisaillement pour les solutions de PEO et
peut être considérée comme constante et donc newtonienne.
L'existence de contraintes normales élevées dans les solutions de PEO indique aussi
une viscosité élongationnelle élevée. Ceci est vérié expérimentalement au chapitre 6 qui
est consacré à la détermination de cette viscosité élongationnelle.
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Fig. 5.10: Le rapport entre la contrainte normale et la contrainte visqueuse : N
1
( _) = ( ( _) _)
en fonction du cisaillement _ pour une solution de PEO de 1000 ppm. On constate, que pour des
cisaillements un peu plus élevés ( _ > 1000 s
 1
) la contrainte normale domine sur la contrainte
visqueuse.
5.3 Le gel et la mousse : uide à seuil
5.3.1 Gel de polymères
Pour des concentrations en polymère plus élevées on observe la formation de gels.
Nous utilisons ici un gel coiant commercial : Miss Helen blue, qui est constitué des
polymères PVP (30%) et PEG 40. Dans la suite, nous allons caractériser le comporte-
ment rhéologique de ce uide par deux techniques diérentes adaptées à la détermination
d'un seuil d'écoulement : le plan incliné et le rhéomètre. Ces techniques sont décrites au
paragraphe 4.3. La contrainte normale sera également mesurée.
5.3.2 Le seuil d'écoulement pour le gel
Dans l'expérience du plan incliné (voir g. 5.11) une grande quantité de gel (environ
1kg),an d'éviter des eets de bords, est déposée sur une planche inclinée d'un angle  =
22

dont la surface est rugueuse an d'éviter le glissement du gel au contact de la planche.
Sous l'inuence de la gravité, le uide commence à s'écouler et l'épaisseur de la couche de
uide diminue à fur et à mesure de l'expérience jusqu'à ce que le mouvement s'arrête à
une épaisseur de couche h
0
= 0:9 cm pour le gel. Pour des épaisseurs h inférieures à cette
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Fig. 5.11: Gel sur planche inclinée. Une grande quantité de gel est déposée sur une planche
(longueur 1 m, largeur 30 cm) inclinée d'un angle  = 22

. Sous l'inuence de la gravité, le uide
commence à s'écouler et l'épaisseur de la couche de uide diminue au cours du temps, jusqu'à
ce que le mouvement s'arrête à une épaisseur de couche h
0
= 0:9. La contrainte tangentielle
maximale :  = h
0
g  sin (équ. 4.15) est égale à 
c
et permet ainsi de déterminer la contrainte
seuil.
épaisseur h
0
, la contrainte tangentielle maximale exercée sur le uide :  = h g  sin (équ.
4.15) est inférieure à la contrainte critique 
c
, ce qui explique qu'il n'y a plus d'écoulement
possible. En supposant que la densité du gel est identique à celle de l'eau, on obtient
d'après cette relation pour la contrainte critique 
c
= 33 Pa.
Cette expérience démontre qualitativement l'existence d'un seuil d'écoulement pour le
gel utilisé. La valeur déterminée de 
c
= 33 Pa est par contre moins able. Des sources
d'erreurs possibles sont par exemple le fait que l'épaisseur de la couche n'est pas par-
faitement homogène, la diculté de déterminer si l'équilibre est totalement atteint et le
séchage éventuel du uide utilisé au cours de l'expérience. Le résultat obtenu pour 
c
lors
de l'expérience du plan incliné doit donc plutôt être considéré comme une indication de
l'ordre de grandeur de la contrainte seuil et non pas comme une détermination exacte de
sa valeur. Celle-ci va être déterminée par la suite à l'aide du rhéomètre.
Une autre possibilité pour indiquer l'existence d'un seuil d'écoulement est l'observation
de bulles d'air qui restent gées dans le gel. Les bulles exercent une contrainte  = F
A
=A =
F
A
= (r
2
) sur le gel, où r est le rayon des bulles qu'on suppose sphériques et F
A
est la
pousse d'Archimède F
A
= mg =
4
3
r
3
g. Si cette contrainte n'est pas susamment élevée
pour dépasser le seuil d'écoulement, les bulles ne peuvent pas sortir du uide. Ceci mène
à une taille maximale de bulles en fonction du seuil qui restent gées dans le gel.
Pour déterminer la valeur exacte du seuil à l'aide du rhéomètre, nous utilisons la
géométrie cône-plan C55. La détermination d'un seuil d'écoulement se faisant dans le
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uide utilisé 
c
k
1
n
Pa Pa s
 n
gel 16 38 0.38
mousse à raser avec papier de verre 150 19 0.50
mousse à raser sans papier de verre 1.9 5.2 0.6
Tab. 5.2: Paramètres n, 
c
et k
1
déterminés par un t des courbes  ( _) obtenues en rhéologie
(Fig. 5.12) avec le modèle de Herschel-Bulkley (équ. (2.17)).
rhéomètre généralement par des mesures à contrainte imposée (cf paragraphe 4.3), nous
imposons des valeurs croissantes de contrainte, mesurons _ (t) et déterminons ainsi la
limite au delà de laquelle un écoulement est obtenu. Pour le gel, lorsque la contrainte ap-
pliquée est inférieure à 
c
, on observe des uctuations de cisaillement extrêmement faibles
( _ < 10
 3
s
 1
). Ces uctuations sont dues à la réponse élastique du uide et l'incerti-
tude de mesure de l'appareil dans ce domaine. L'amplitude de ces uctuations diminue
avec le temps. Pour des contraintes appliquées proche de 
c
, on observe des uctuations
de cisaillement autour de valeurs un peu plus élevées (10
 3
s
 1
 _  10
 2
s
 1
) qui se
stabilisent sur une valeur constante au cours du temps. Au delà du seuil de contrainte, le
cisaillement atteint des valeurs stables plus élevées ( _ > 10
 2
s
 1
). Pour éviter des eets
de bord, les valeurs de la contrainte appliquée ne varient pas de façon continue, mais des
valeurs élevées et faibles sont alternées. Cette technique permet d'estimer assez rapide-
ment la valeur du seuil de contrainte. Pour déterminer  ( _) pour une large gamme de
cisaillements nous eectuons cependant des expériences à vitesse imposée. La partie à bas
cisaillement de la courbe 5.12 à ainsi été obtenue en travaillant à contrainte imposée tandis
que la suite de la courbe est obtenue en travaillant à cisaillement imposé. La contrainte
seuil 
c
découle d'un t des données expérimentales avec le modèle de Herschel-Bulkley
 = 
c
+ k
1
_
n
(équation (2.17)) : 
c
= 16  2 Pa. On constate qu'il y a un facteur deux
entre le seuil de contrainte 
c
= 16 Pa obtenu lors des expériences dans le rhéomètre et

c
= 33 Pa déterminé dans l'expérience du plan incliné. La précision de cette deuxième
méthode est donc en eet faible. Les résultats du t avec le modèle de Herschel-Bulkley
(équation (2.17)) sont regroupés dans le tableau 5.2.
5.3.3 La viscosité non-newtonienne
La viscosité non-newtonienne du gel  = = _ découle des mesures  ( _) présentées
au paragraphe précédent. Dans le cadre du modèle de Herschel-Bulkley, la viscosité d'un
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Fig. 5.12: Contrainte  en fonction du cisaillement d'après les mesures rhéologiques pour le gel
(), la mousse sans papier de verre () et la mousse avec papier de verre () et t (- - -) avec
le modèle de Herschel-Bulkley (équ. (2.17)).
uide à seuil s'écrit :
 ( _) =

c
_
+ k
1
_
n 1
(5.3)
A très faible cisaillement, la contrainte seuil domine le comportement du uide. Pour des
cisaillements un peu plus élevés (pour le gel, _ > 1 s
 1
), le terme visqueux k
1
_
n 1
domine
rapidement sur la contrainte seuil. Dans cette limite, le modèle de Herschel-Bulkley devient
identique au modèle en loi de puissance  ( _) = k
1
_
n 1
(équ. (2.14)) : le uide se comporte
comme un uide rhéouidiant. La valeur n = 0:38 déterminée au paragraphe précédent
indique que le gel est un uide fortement rhéouidiant dans ce régime. Notons que la
valeur de k
1
= 38 Pa s
n
est presque deux ordres de grandeur plus grande que les valeurs
obtenues pour les solutions de Xanthane concentrées. La viscosité du gel est donc très
élevée par rapport à celle des solutions de Xanthane.
5.3.4 La contrainte normale
Sur la gure 5.13, on voit la contrainte normale en fonction du cisaillement pour le
gel. Les expériences ont été eectuées dans la géométrie C55. On constate que, pour des
cisaillements élevés ( _  6000 s
 1
), la contrainte normale atteint des valeurs de l'ordre de
N
1
= 1000 Pa. Ces résultats pour le gel sont comparés aux contraintes visqueuses dans le
résumé concernant les uides à seuil (paragraphe 5.3.9).
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Fig. 5.13: La contrainte normale en fonction du cisaillement pour le gel.
5.3.5 La mousse
Nous utilisons une mousse de rasage commerciale : Gillette Foamy Regular. Dans la
suite, nous allons déterminer le seuil d'écoulement de cette mousse ainsi que la contrainte
normale.
5.3.6 Le seuil d'écoulement pour la mousse
L'expérience du plan incliné pour la mesure d'un seuil d'écoulement n'est pas adap-
tée à la mousse car celle-ci se dégrade pendant la longue durée de l'expérience. Nous
entreprenons donc uniquement des expériences dans le rhéomètre. Ces expériences sont
faites de la même manière que pour le gel (cf paragraphe 5.3.2). Bien que l'expérience
de tous les jours, que des quantités pas trop élevées de la mousse à raser supportent leur
propre poids, indiquent que la mousse est un uide à seuil, on ne détecte pas de seuil d'é-
coulement signicatif (Fig. 5.12) lors de l'expérience avec le rhéomètre. Ce résultat varie
considérablement si on refait l'expérience en collant du papier de verre sur la géométrie
de mesure. Nous pouvons faire ceci seulement pour une géométrie de plan-plan. Nous
utilisons ici la géométrie P40 (cf paragraphe 4.5) d'un rayon a = 20 mm. Ce traitement
rend les surfaces de la géométrie rugueuses et supprime ainsi un éventuel glissement du
liquide sur les parois. Sous ces conditions, on détecte un seuil de contrainte très élevé
de 
c
= 150 Pa (cf tableau 5.2 et Fig. 5.12) qui découle comme auparavant d'un t des
donnés  ( _) avec le modèle Herschel-Bulkley (équation 2.17. Ceci indique que la mousse
est eectivement un uide à seuil. Cette caractéristique du uide est masquée lors de
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l'utilisation de surfaces lisses qui permettent le glissement de la mousse sur les parois.
Notons que les mesures rhéologiques dans la mousse sont nettement plus délicates que
dans le gel. Seule la détermination du seuil à contrainte imposée ne pose pas de problème.
Lors des mesures à vitesse imposée la périphérie de l'échantillon initialement verticale
se déforme vers l'intérieur du matériau. Ce phénomène appelé creusement a été discuté
au paragraphe 4.3.2. Pour obtenir la contrainte visqueuse 
réel
(cf équ. (4.16) pour la
géométrie cône-plan, la contrainte déduite des mesures (
app
) doit être corrigée par :

réel
=

a
a  e

3

app.
(5.4)
où la profondeur du creux formée par rapport à la surface initiale est désignée par e et a
est le rayon des disques de la géométrie de mesure. Dans le cas d'expériences rhéologiques
sur la mousse, ce creusement varie avec le cisaillement et la durée de l'expérience. Nous
avons donc estimé la profondeur du creusement variant de 0.5 mm à 2 mm à plusieurs
reprises lors de l'expérience. Les résultats obtenus pour 
app.
sont ensuite corrigés pour
le creusement correspondant à l'aide de l'équation (5.4). Pour des cisaillements faibles,
il nous était impossible d'obtenir des résultats par des mesures à vitesse imposée car de
fortes uctuations se produisaient.
5.3.7 La viscosité non-newtonienne
Comme nous l'avons montré pour le gel (paragraphe 5.3.3), les uides à seuil se com-
portent à cisaillement élevé comme des uides rhéouidiants. Ceci est également vérié
dans la mousse. Les paramètres k
1
et n caractérisant le comportement visqueux découlent
d'un t des donnés  ( _) avec le modèle de Herschel-Bulkley (équation 2.17) et se trouvent
pour la mousse dans le tableau 5.2.
5.3.8 La contrainte normale
Sur la gure 5.14, on voit la contrainte normale en fonction du cisaillement pour la
mousse. Les mesures ont été eectuées de nouveau en collant du papier de verre sur les
surfaces de la géométrie plan-plan P40 que nous avons aussi utilisée pour les mesures de
la contrainte visqueuse dans la mousse. Cette géométrie plan-plan ne permet pas d'aller
à des cisaillements supérieurs à _ = 400 s
 1
. Notons que les plateaux observés sont dûs à
l'appareil de mesure et ne représentent pas une propriété de la mousse. Les résultats pour
la contrainte normale seront comparés à la contrainte visqueuse au même cisaillement
dans le résumé concernant les uides à seuil (paragraphe 5.3.9) ci-dessous.
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Fig. 5.14: La contrainte normale en fonction du cisaillement pour la mousse.
5.3.9 Résumé pour le gel et la mousse
Nous avons montré par l'expérience de la planche inclinée lors de laquelle le gel forme
un dépôt d'épaisseur signicatif sur une pente non nulle, que ce dernier est un uide à
seuil. Des expériences dans le rhéomètre à contrainte imposée permettent de déterminer
la contrainte seuil à 
c
= 16 Pa pour le gel. Il faut dépasser cette contrainte pour mettre
le uide en mouvement. Pour des contraintes plus élevées que 
c
, nous avons montré que
le gel se comporte comme un uide fortement rhéouidiant. Nous avons aussi déterminé
la contrainte normale pour le gel. Celle-ci est comparée à la contrainte visqueuse pour
un même cisaillement sur la gure 5.15 (a). On constate qu'à faible cisaillement N
1
( _)
peut être négligée devant  ( _) _. Pour des cisaillements plus élevés ( _ > 1000 s
 1
), la
contrainte normale devient du même ordre de grandeur que la contrainte visqueuse.
Lors d'expériences similaires dans la mousse, on ne détecte pas de seuil d'écoulement
signicatif. Ce résultat varie considérablement si du papier de verre est collé sur les surfaces
de la géométrie de mesure, an de rendre ces surfaces, initialement lisses, rugueuses. Sous
ces conditions, on détecte un seuil de contrainte très élevé de  = 150 Pa. Cette observation
indique que la mousse est également un uide à seuil, mais que cette caractéristique du
uide est masquée par le glissement de la mousse sur les surfaces lisses. Ces expériences
indiquent que les conditions aux bords ont une grande inuence sur le comportement des
uides à seuil. Comme pour le gel, la mousse se comporte pour des contraintes plus élevées
que 
c
(qui est proche de zéro pour les surfaces lisses) comme un uide rhéouidiant. Les
mesures de la contrainte normale N
1
( _) sont comparées aux contraintes visqueuses sur
la gure 5.15 b. On constate que celle ci est faible devant la contrainte visqueuse dans la
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Fig. 5.15: Le rapport entre la contrainte normale et la contrainte visqueuse : N
1
( _) = ( ( _) _)
en fonction du cisaillement _ pour a) le gel et b) la mousse. On constate, qu'à faible cisaille-
ment la contrainte normale peut être négligée devant la contrainte visqueuse dans les deux
cas. Pour le gel, la contrainte normale devient du même ordre de grandeur que la contrainte
visqueuse à cisaillement élevé ( _>1000 s
 1
.)
gamme de cisaillements qui nous est accessible par nos mesures (100 s
 1
< _ < 400 s
 1
).
5.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons déterminé les propriétés non-newtoniennes des uides
utilisés dans la suite dans les expériences de digitation visqueuse. Nous avons montré que
les uides choisis ne possèdent, dans une certaine gamme de cisaillements, chacun une
propriété non-newtonienne dominante, de façon que les autres peuvent être négligées.
Les solutions du polymère rigide sont des uides rhéouidiants, dont le caractère
rhéouidiant augmente avec la concentration des solutions. Les solutions du polymère
exible PEO montrent des eets élastiques, notamment une contrainte normale élevée.
Cette contrainte normale devient rapidement plus élevée que les contraintes visqueuses
typiquement observées dans ces solutions. Le gel et la mousse représentent des uides à
seuil avec une contrainte seuil 
c
caractéristique. Pour des contraintes plus élevées que

c
, ces uides se comportent comme de uides fortement rhéouidiants. Notons que le
caractère de uide à seuil de la mousse peut être masqué par du glissement sur les parois.
Le choix de ces uides nous permet donc d'étudier séparément l'eet sur l'instabil-
ité de Saman-Taylor de ces propriétés non-newtoniennes qui sont : une viscosité non-
newtonienne, des eets élastiques et une contrainte seuil. Ces propriétés sont parmi les
plus importantes. Cette étude sera présentée dans la troisième partie de cette thèse.
Chapitre 6
La viscosité élongationnelle
Dans le chapitre précédent (paragraphe 5.2), nous avons montré que les solutions de
PEO présentent des contraintes normales importantes. La manifestation de ces contraintes
normales est liée à la déformation des chaînes exibles de polymères lors d'un cisaillement
et est d'autant plus importante que les chaînes sont exibles. Le fait qu'on mesure des
contraintes normales élevées dans les solutions de PEO indique ainsi une grande exibilité
des chaînes. Cette exibilité provoque une résistance à des écoulements élongationnels
qu'on appelle viscosité élongationnelle et qui a été introduite au chapitre 2. Cette viscosité
est responsable de nombreux eets observés dans des solutions de polymères, comme par
exemple la réduction de la traînée turbulente. En turbulence, une solution de PEO de
seulement 50 ppm, réduit la dissipation jusqu'à 50 % par rapport à celle observée dans
de l'eau pure [40].
Il s'avère cependant très dicile de mesurer cette viscosité élongationelle surtout pour
des solutions de polymères diluées (voir par exemple [42]). Dans ce chapitre, nous déter-
minons la viscosité élongationnelle pour les solutions de PEO de deux façons diérentes.
Premièrement, nous la déduisons des mesures de la contrainte normale N
1
. Il semble na-
turel de déterminer 
e
à partir de ces mesures de N
1
puisque les deux phénomènes ont la
même origine physique : l'étirement des chaînes de polymères par l'écoulement. Pour cela,
on a besoin d'une équation constitutive qui décrit la réponse d'une solution de polymères
à des déformations arbitraires. Une telle équation constitutive contient généralement des
paramètres ajustables. Nous déterminons ces paramètres, pour les solutions de polymères
spéciques que nous utilisons, de la façon suivante : l'équation constitutive est résolue pour
des écoulements standards de cisaillement, ce qui mène à des expressions analytiques pour
la contrainte normale et la viscosité. Ensuite, nous réalisons un t des mesures rhéologiques
de N
1
( _) et  ( _) (5.2) avec ces expressions et déterminons ainsi les paramètres ajustables
pour les solutions de PEO utilisées. Il est maintenant possible de résoudre l'équation con-
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stitutive également pour un écoulement élongationnel et, en connaissant les paramètres
ajustables pour les solutions de PEO, on obtient une solution pour la viscosité élonga-
tionnelle. Deuxièmement, la viscosité élongationelle est mesurée dans un rhéomètre élon-
gationnel à jets opposés. Nous allons ensuite comparer les résultats obtenus par ces deux
méthodes. Ces résultats sont aussi présentés dans Lindner et al. [58].
6.1 Les modèles décrivant les solutions de polymères
Dans ce paragraphe, nous allons introduire deux modèles moléculaires pour des so-
lutions de polymères qui permettent d'obtenir une équation constitutive pour celles-ci :
le modèle FENE et le modèle d'haltère newtonien. Dans ces modèles, le polymère est
représenté comme un haltère qui consiste en deux poids connectés par un ressort pouvant
être étiré lors de l'écoulement.
6.1.1 Le modèle FENE
Le modèle le plus réaliste des modèles d'haltère est le modèle FENE [9, 10]. FENE sig-
nie Finite Extendibiliy Non-linear Elasticity. Le ressort peut seulement être étiré d'une
quantité nie et par conséquent l'élasticité de celui n'est pas hookéenne. Ce modèle est
bien adapté à des solutions de polymères diluées et semi-diluées [88, 53]. Nous présentons
ici le modèle FENE-P dans lequel on moyenne sur toutes les congurations des polymères
[9, 10].
Dû à la complexité du modèle et les dicultés de la mécanique statistique hors équili-
bre on peut seulement obtenir une équation constitutive approximative dans le cadre du
modèle FENE. Les solutions de cette équation constitutive pour les écoulements station-
naires de cisaillement et d'élongation seront présentées dans la suite.
Cisaillement
La solution de l'équation constitutive du modèle FENE en cisaillement pour la viscosité
est [9] :
 = 
s
+ 6 _
 1
n k
B
T
p
1  b sin
 
1=3 arcsinh
 
q p
 2=3

(6.1)
où 
s
est la viscosité du solvant, n la densité en nombre de polymères et k
B
T l'énergie
thermale,  =
2
b(b+2)
, p =
b
54(1  b)
+
1
18
et q =
b _
108(1  b)
.
La contrainte normale est donnée par [9] :
N
1
= 2 p (1   b)n k
B
T

6 sinh
 
1=3 arcsinh
 
qp
 3=2

2
(6.2)
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On obtient donc deux équations pour l'évolution de  et N
1
en fonction du cisaillement
_ contenant seulement deux paramètres ajustables : un temps de relaxation  et une
amplitude b, qui correspond à la longueur maximale des chaînes au carré, ce qui est une
mesure de la exibilité des chaînes.
Elongation
Une expression analytique pour la viscosité élongationelle peut être obtenue dans
le modèle FENE comme une expression qui est asymptotiquement valable à des taux
d'élongation élevés et un développement pour des taux d'élongation faibles [9]. Les deux
résultats sont interpolés à la limite de la validité de l'expansion : _  1= (2). Des calcules
numériques valident cette procédure [95].
Pour des taux d'élongation faibles, on obtient [9] :

e
= 3
s
+ 3 b n k
B
T


b + 5

1 +

b
b + 7

_ + f (b) ( _)
2

(6.3)
où f (b) =
3b
2
(b+3)
(b+5)(b+7)(b+9)
.
Pour des taux d'élongation élevés on obtient [9] :

e
= 3
s
+ 2 b n k
B
T

1 

b+ 3
2 b _

(6.4)
6.1.2 Le modèle Oldroyd-B
Les équations du modèle FENE étant très complexes il est utile de les comparer à un
modèle plus simple. Un tel modèle est par exemple le 2nd order uid model ou modèle
de Oldroyd-B. Ce modèle tient compte des écarts faibles par rapport au comportement
newtonien et est ainsi valable pour des cisaillements ou des taux d'élongation pas trop
élevés.
Le modèle Oldroyd-B est équivalent à un modèle d'haltère où un étirement inni des
ressorts est permis. L'élasticité des ressorts est donc hookéenne, et le modèle s'appelle
modèle d'haltère hookéen (hookean dumbbell model). Cet étirement inni n'est bien sûr
pas physique et limite de nouveau le domaine de validité de ce modèle à des cisaillements
ou des taux d'élongation faibles.
Dans le cadre du modèle d'haltère hookéen, il est possible d'obtenir une expression
exacte de l'équation constitutive [9] :

p
+  
p
(1) =  nk
B
TD (6.5)
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où 
p
est la contribution au tenseur des contraintes (cf paragraphe 2.1.2) dû aux polymères,

p
(1)
ij
=  
P
n
@v
i
@x
n

p;nj
+ 
p;in
@v
j
@x
n
, D est le tenseur de déformation (équ. (2.4)), n la den-
sité en nombre de polymères et k
B
T l'énergie thermique. Notons que le modèle d'haltère
hookéen ne contient qu'un seul paramètre ajustable, le temps de relaxation  . Dans la
suite, nous présentons les solutions de cette équation constitutive (équ. (6.5)) pour les
écoulements standards de cisaillement et d'élongation.
Cisaillement
Les solutions du modèle d'haltère hookéen pour des écoulements de cisaillement sont
particulièrement simples : une viscosité constante et une contrainte normale quadratique
en _. Pour la viscosité on obtient [9] :
 = 
s
+ n k
B
T  (6.6)
La contrainte normale est donnée par [9] :
N
1
= 	
1
_
2
= 2n k
B
T 
2
_
2
(6.7)
Notons encore une fois que ces équations sont identiques à celles du modèle Oldroyd-
B. Un développement des équations du modèle FENE en _ jusqu'au premier terme non
nul montre que dans cette limite de faible cisaillement, on trouve pour le modèle FENE
également une viscosité constante et une contrainte normale quadratique en _, qui sont
données par :
 = 
S
+ n k
B
T 
b
b + 5
N
1
=
2n k
B
T 
1  b

b
b + 5

2
_
2
Notons que formellement, on retrouve les équations du modèle d'haltère hookéen dans la
limite b ! 1 des équations du modèle FENE. Comme b est une mesure de la exibilité
des chaînes, b ! 1 signie que l'élasticité des chaînes devient hookéenne et le modèle
d'haltère hookéen est retrouvé.
Elongation
De la solution de l'équation constitutive (équ. (6.5)) pour des écoulements standards
d'élongation découle pour la viscosité élongationnelle [9] :

e
= 3
s
+
3n k
B
T 
(1 +  _) (1  2 _)
(6.8)
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Cette viscosité élongationnelle diverge pour un taux d'élongation ni : _ = 1= (2) ce
qui n'est bien sûr pas physique et représente l'inconvénient majeur de ce modèle. Cette
divergence est liée à un étirement inni des chaînes à _ = 1= (2) qui lui non plus n'est pas
physique. Le résultat de l'équation (6.8) pour la viscosité élongationelle est donc, encore
une fois, seulement valable pour des taux d'élongation faibles.
6.2 Détermination de  et b du modèle FENE
Nous allons maintenant déduire les paramètres b et  du modèle FENE à partir de nos
mesures rhéologiques de la viscosité et de la contrainte normale présentés au paragraphe
5.2. Les ts avec les équations équations (6.2) pour N
1
( _) et (6.1) pour  ( _) sont montrés
1
10
100 1000 10000
cisaillement (1/s)
v
is
co
si
té
 (
m
P
as
)
(a)
-20
0
20
40
60
80
100
120
140
100 1000 10000
cisaillement (1/s)
co
n
tr
ai
n
te
 n
o
rm
al
e 
(P
a)
(b)
Fig. 6.1: a) La viscosité en fonction du cisaillement pour les solutions de PEO de 1000 ppm
(N), 500 ppm (), 250 ppm (H) et de 125 ppm (). Les traits représentent un t des donnés
 ( _) avec l'équation (6.1) du modèle FENE. b) La contrainte normale en fonction du cisaille-
ment pour les solutions de PEO de 1000 ppm (N), 500 ppm (), 250 ppm (H) et de 125 ppm
(). Les traits représentent un t avec l'équation (6.2) du modèle FENE.
sur les gures 6.1 a et b. On constate qu'avec seulement deux paramètres ajustables le
modèle FENE décrit bien les résultats de contrainte normale ainsi que les mesures de
viscosité. Les valeurs des paramètres  et b déduits des ts pour des concentrations de
125 ppm, 250 ppm, 500 ppm et 1000 ppm sont regroupés dans le tableau 6.1.
Deux remarques importantes concernant ces ts doivent être faites. Dans le régime
dilué (125 ppm et 250 ppm, en dessous de c
?
= 380 ppm déterminé au paragraphe 5.1), b
et  sont presque constants. On peut donc décrire les mesures expérimentales en faisant
varier seulement la concentration des solutions dans les équations du modèle FENE. Deux-
ièmement, pour obtenir de bons ts des mesures rhéologiques, il est nécessaire d'aller vers
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des valeurs de b très grandes. Ceci est une conséquence de la grande exibilité des chaînes
du polymère de PEO. Dans cette limite, les ts sont très sensibles à la valeur de  mais
moins sensibles à celle de b. Ceci introduit une erreur relativement large sur la détermi-
nation de b, qui peut être estime à un ordre de grandeur.
concentration  b
le polymère PEO WSR 301
1000 0.0039 10000
500 0.0039 10000
250 0.0028 10000
125 0.0029 10000
le polymère PEO WSR 60k
1000 0.0007 4000
Tab. 6.1: Paramètres  et b du modèle FENE déduits des ts des mesures rhéologiques de la
viscosité et de la contrainte normale pour le PEO 301 WSR (Figs. 6.1 a et b) et le PEO 60K
(Figs. 6.7), avec les équations (6.1) et (6.2) du modèle FENE.
Un test indépendant des ts est de comparer le temps de relaxation des polymères au
temps de relaxation de Zimm :  = 
s
r
3
g
= (k
B
T ) [98] où r
g
est le rayon de gyration des
polymères introduit au paragraphe 4.4. Le rayon de gyration déterminé par des mesures
de diusion de lumière est r
g
 0:2m [11]. Avec 
s
= 1 mPa s et T = 298 K on obtient
 = 0:002 s ce qui est du même ordre de grandeur que les résultats obtenus par les ts
des mesures rhéologiques avec les équations du modèle FENE.
Nous avons également eectué des ts de nos données expérimentales  ( _) et N
1
( _)
avec les équations pour la viscosité (6.6) et la contrainte normale (6.7) du modèle d'haltère
hookéen. Les ts obtenus pour la contrainte normale (Fig. 6.2 a) décrivent très bien le
comportement expérimental. Les valeurs pour  obtenues sont regroupées dans le tableau
6.2. Elles sont en bon accord avec les paramètres obtenus pour le modèle FENE. Ceci peut
être compris par le fait que le polymère PEO est très exible et on se trouve donc dans
la limite b large ou la diérence entre le modèle FENE et le modèle d'haltère hookéen est
faible.
Le modèle d'haltère hookéen prédit une viscosité constante. Comme la dépendance de
la viscosité en fonction du cisaillement est faible pour les solutions de PEO, les données
rhéologiques  ( _) sont assez bien décrites dans le cadre de ce modèle. Les valeurs pour
 obtenues par des ts de la viscosité (tableau 6.2) sont un peu plus petites que celles
obtenues par les ts de N
1
( _). Ceci est probablement dû à l'hypothèse d'une viscosité
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concentration  déduit des ts de N
1
 déduit des ts de  ( _)
le polymère PEO WSR 301
1000 0.00385 0.00349
500 0.00385 0.00339
250 0.0027 0.0024
125 0.0026 0.00197
le polymère PEO WSR 60k
1000 0.00062
Tab. 6.2: Paramètre  du modèle d'haltère hookéen déduit des ts des mesures rhéologiques de
la viscosité et de la contrainte normale pour le PEO 301 WSR (Figs. 6.2 a et 6.2 b) avec les
équations (6.6) et (6.7) du modèle d'haltère hookéen. Notons, que le modèle d'haltère hookéen est
pour N
1
et  identique au modèle Oldroyd-B.
constante : dans les expériences, la viscosité commence à décroître à des cisaillements un
peu plus faibles que ceux à partir desquels une contrainte normale signicative peut être
détectée. L'hypothèse d'une viscosité constante mène ainsi à une légère sous estimation
du temps de relaxation.
6.3 La viscosité élongationnelle
6.3.1 La viscosité élongationnelle déduite du modèle FENE
En connaissant les paramètres b et  pour les solutions de PEO, il est maintenant
possible de calculer la viscosité élongationnelle d'après le modèle FENE (équations (6.3)
et (6.4). Nous avons présenté les résultats pour les concentrations en PEO de 125 ppm,
250 ppm, 500 ppm et 1000 ppm sur la gure 6.3. On constate qu'en dessous d'un certain
taux d'élongation, approximativement donné par l'inverse du temps de relaxation  des
polymères, les résultats sont similaires à ceux d'un uide newtonien : 
e
= 3. Dans le
voisinage du point _ = 1=2, on observe une augmentation abrupte de la viscosité élonga-
tionnelle. Pour des taux d'élongation encore plus élevés, toutes les chaînes de polymères
sont étirées et la viscosité élongationnelle sature à une valeur qui peut être deux ou trois
ordres de grandeur plus élevée que la valeur de la viscosité  (cf g. 5.5).
Sur la gure 6.4, on voit une comparaison de 
e
déduite du modèle FENE et du modèle
d'haltère hookéen avec les paramètres des tableaux 6.1 et 6.2 pour une solution de PEO
à 1000 ppm. A très faible taux d'élongation, les résultats des deux modèles sont en bon
accord, mais la prédiction du modèle d'haltère hookéen diverge à _ = 1= (2 _) comme
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Fig. 6.2: a) La viscosité en fonction du cisaillement pour les solutions de PEO de 1000 ppm
(N), 500 ppm (), 250 ppm (H) et de 125 ppm (). Les traits représentent un t des donnés
 ( _) avec l'équation (6.6) du modèle d'haltère hookéen. b) La contrainte normale en fonction
du cisaillement pour les solutions de PEO de 1000 ppm (N), 500 ppm (), 250 ppm (H) et de
125 ppm (). Les traits représentent un t avec l'équation (6.7) du modèle d'haltère hookéen.
discuté avant. Ce modèle n'est donc pas adapté à décrire la viscosité élongationnelle dans
une gamme de cisaillements plus large.
6.3.2 Les mesures rhéologiques  ( _)
Les mesures rhéologiques sont eectues sur un rhéomètre du type jets opposés [62, 36]
(opposed jet ou opposed nozzle rheometer). La méthode des jets opposés est la seule
techniques rhéologique adaptée à la détermination de 
e
( _) pour des solutions diluées de
polymères [36]. Nous décrivons ici brièvement le fonctionnement d'un tel rhéomètre (Fig.
6.5). Un rhéomètre à jets opposés consiste en deux tuyères opposées séparées d'une faible
distance et entourées de liquide. Quand le liquide est aspiré par les tuyères, un écoulement
élongationnel stationnaire avec point d'arrêt est créé. Les problèmes majeurs de cette
méthode sont d'un coté le fait que le polymère reste très peu de temps dans l'écoulement
élongationnel. Ceci à pour conséquence qu'on n'atteint souvent pas de régime stationnaire.
D'autre part un polymère qui passe proche du point d'arrêt demeure plus longtemps dans
l'écoulement qu'un polymère qui passe plus loin de ce point.
Pour déterminer 
e
( _), on mesure ensuite le couple M sur un bras exible de longueur
L nécessaire pour maintenir une distance constante entre les deux tuyères. En supposant
que l'écoulement est purement élongationnel, la force sur les tuyères M=L divisée par leur
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Fig. 6.3: La viscosité élongationnelle d'après le modèle FENE avec le paramètres découlant des
ts des données rhéologiques  ( _) et N
1
( _) (tableau 6.1) pour 125 ppm (  ), 250 ppm (- -),
500 ppm (   ) et 1000 ppm ( ).
surface R
2
 où R est le rayon des tuyères donne la diérence de contraintes 
zz
 
xx
[62] :

zz
  
xx
=
M
LR
2

(6.9)
On peut dénir un taux d'élongation apparent [62] :
_
a
=
2Q
R
2
d
(6.10)
où Q est le débit et d la distance entre les deux tuyères. La viscosité élongationnelle

e
( _) = (
zz
  
xx
) = _
a
découle ensuite de ces deux équations.
Nous eectuons nos mesures sur un rhéomètre Rheometrics Fluids Analyser (RFX)
de Rheometric Sientic avec des tuyères de deux rayons diérentes, R = 0:5 mm et R =
0:25 mm, au département Chemical Engineering de l'université de Leuven, Belgique. Le
temps de relaxation de polymères PEO étant très court (  1 ms), nous pensons qu'on
atteint un état stationnaire lors des expériences de jets opposés avec ce polymère. Comme
les écoulements réels créés dans le rhéomètre ne sont pas purement élongationnels [36] et
des eets d'inertie peuvent intervenir [36] nous utilisons, comme lors des mesures de la
contrainte normale (paragraphe 5.2.4), les résultats obtenues pour de l'eau pure comme
référence.
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Fig. 6.4: La viscosité élongationnelle d'après le modèle FENE (équations (6.3) et (6.4)) avec
les paramètre du tableau 6.1 ( ) et d'après le modèle d'haltère hookéen (équation (6.8)) avec les
paramètres du tableau 6.2 pour 1000 ppm (- -).
6.3.3 Comparaison
Dans ce paragraphe, nous allons comparer les résultats de viscosité élongationnelle
déduits du modèle FENE aux résultats expérimentaux obtenus à l'aide du rhéomètre
RFX. On voit cette comparaison pour une solution de PEO à 250 ppm sur la gure
6.6. On constate que la viscosité élongationnelle découlant du modèle FENE atteint une
valeur de plateau à taux d'élongation élevé qui est 10 fois plus élevée que les données
rhéologiques. En considérant les erreurs importantes sur la détermination de b et les
mesures rhéologiques, cet accord semble favorable. A taux d'élongation élevé, la viscosité
élongationelle découlant du modèle FENE est proportionelle à  et b. En considérant que
la détermination de  est très précise, tandis que celle de b est entachée d'une erreur
importante nous essayons de faire varier ce dernier pour obtenir un bon accord entre les
valeurs rhéologiques et la prédiction du modèle FENE. On voit sur la gure 6.6 qu'on
obtient un bon accord pour b = 1000. Notons que les ts de N
1
et de  montrés sur les
gures 5.5 et 5.9 ne changent eectivement à peine quand b varie de b = 10000 à b = 1000.
Les ts pour b = 1000 ne sont pas montrés car ils coïncident sur les gures en fait avec
les ts avec b = 10000.
Le problème majeur de la détermination de 
e
à partir des ts des mesures rhéologiques
de  et N
1
est donc le fait que ceux ci sont peu sensibles à b dans la limite des polymères
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Fig. 6.5: Le rhéomètre à jets opposés. Deux tuyères de rayon R opposées sont séparées d'une
distance d. Lorsque le liquide qui les entoure est aspiré par les tuyères avec un débit Q un écoule-
ment élongationnel stationnaire avec un point d'arrêt se forme. La viscosité élongationelle cause
une force sur les tuyères qui est déterminée par des mesures du couple M sur un bras exible de
longueur L nécessaire pour maintenir une distance d constante entre les deux tuyères.
très exibles.
Nous essayons donc de déterminer b encore d'une autre façon. Doyle et al. [32] pro-
posent de calculer b à partir d'un modèle moléculaire en supposant que la chaîne de
polymère consiste en diérents segments, dont chacun a une longueur dite longueur de
Kuhn. On trouve :
b =
6M
w
sin
2

C
1
M
0
(6.11)
où  = 109:5

est l'angle du tétraèdre et M
0
la masse moléculaire d'un monomère. Le
paramètre C
1
est le nombre caractéristique d'unités de monomères dans une longueur de
Kuhn. Cette quantité est tabulée pour la plupart des polymères et peut sinon être obtenue
par diusion de lumière. Pour le PEO WSR301, C
1
vaut 3.8 [72] et on trouve b = 96000.
Cette valeur est beaucoup plus élevée que la valeur b = 10000 obtenue par les ts des
données rhéologiques  ( _) et N
1
( _). On voit sur la gure 6.6 le résultat pour la viscosité
élongationelle du modèle FENE avec b = 96000. Due à la proportionnalité de 
e
à b, on
observe que la valeur calculée de b mène à des résultats pour la viscosité élongationelle qui
sont maintenant deux ordres de grandeur plus larges que les données rhéologiques 
e
( _).
La méthode de Doyle et al. [32] pour calculer b a été discutée par Sridhar et al. [84] qui
conclurent qu'elle surestime de façon signicative la valeur obtenue pour b, ce qui est en
accord avec nos observations.
En conclusion, la détermination de la valeur de b reste dicile dans la limite des
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Fig. 6.6: Mesures rhéologiques de la viscosité élongationnelle pour une solution de PEO WSR301
de 250 ppm () et de PEO WSR N60K (N). Les traits représentent 
e
( _) déduite du modèle FENE
(équations (6.3) et (6.4)) pour le PEO WSR301 et b = 10000 ( ), b = 1000 (   ) et b = 96000
(-  ) et pour le PEO WSR N60K et b = 4000 (- -) et b = 50 (  ).
polymères très exible et introduit ainsi une erreur signicative pour la viscosité élonga-
tionnelle découlant du modèle FENE. Malgré ces dicultés et tenant compte du fait que
la détermination de la viscosité élongationnelle est très dicile [42] pour des solutions
diluées de polymères, l'accord sur 
e
( _) par les deux méthodes (mesures de  ( _) et N
1
( _)
et mesures rhéologiques directes) semble favorable.
6.4 Le polymère PEO WSR N60K
Nous déterminons la viscosité élongationnelle des mesures rhéologiques de  ( _) et
de N
1
( _) de plus pour un autre polymère : le polymère PEO WSR N60K, de masse
moléculaire plus faible. Ce résultat sera ensuite comparé à des mesures rhéologiques di-
rectes de 
e
( _). Cela permet de tester la validité de cette procédure. Malheureusement,
une contrainte normale signicative peut être détectée seulement pour des concentrations
supérieures à 1000 ppm. Les résultats des mesures rhéologiques ainsi que les ts avec les
équations (6.1) et (6.2) de modèle FENE pour cette concentration  et n
1
sont montrés
sur les gure 6.7 a et 6.7 b. Comme auparavant, le modèle FENE décrit les deux courbes
de façon satisfaisante. Les paramètres  et b découlant des ts sont présentés dans le
tableau 6.1. On constate que  et b sont plus petits pour le polymère PEO WSR N60K
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Fig. 6.7: a) La viscosité en fonction du cisaillement pour les solutions de PEO de 1000 ppm
(). Les traits représentent un t des données  ( _) avec l'équation (6.1) du modèle FENE
pour b = 4000 ( ) et b = 50 (- -). b) La contrainte normale en fonction du cisaillement
pour une solutions de PEO WSR N60K de de 1000 ppm (). Le traits représentent un t avec
l'équation (6.2) du modèle FENE pour b = 4000 ( ) et b = 50 (- -).
(M
w
= 2  10
6
) que pour le polymère PEO WSR301 (M
w
= 4  10
6
). Ceci indique que le
polymère plus court (PEO WSR N60K) est moins exible et a un rayon de gyration r
g
plus faible. En utilisant un modèle simple pour la chaîne des polymères [9], une modi-
cation de M
w
d'un facteur 2 devrait mener à un changement de r
g
d'approximativement
un facteur
p
2. Le temps de relaxation de Zimm est diminué de
 
1=
p
2

3
, ce qui mène à

Zimm
= 0:0007. De nouveau, ceci est en bon accord avec le résultat obtenu par les ts
du modèle FENE. L'expression analytique pour b de Doyle et al. [32] (équation (6.11))
donne une dépendance linéaire de b en fonction de M
w
. Le paramètre b obtenu pour le
PEO WSR301 devrait donc être le double de celui obtenu pour le PEO WSR 60K. Ceci
est en accord avec nos expériences où nous trouvons un rapport 2.5.
Les prédictions pour la viscosité élongationelle sont comparées avec les résultats des
mesures rhéologiques 
e
( _) sur la gure 6.6. Comme auparavant, les données expérimen-
tales sont plus petites que la prédiction du modèle FENE. Un bon accord peut être
obtenu en diminuant la valeur de b à 50. On observe par contre que les ts des données
rhéologiques pour  ( _) et N
1
( _) s'ajustent moins bien pour cette valeur de b plus petite,
contrairement à ce qui était le cas pour le PEO WSR301. Ceci est dû au fait que ceux-ci
sont, pour le polymère moins exible, plus sensibles à la valeur de b.
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6.5 Conclusion
Nous avons déterminé la viscosité élongationnelle des solutions diluées de PEO par
deux méthodes diérentes. Premièrement, nous avons déduit la viscosité élongationnelle
des mesures de contrainte normale. Pour cela, nous utilisons une équation constitutive
dans le cadre du modèle FENE-P pour calculer la viscosité et la contrainte normale en
cisaillement. Ces résultats peuvent être comparés à des mesures rhéologiques en cisaille-
ment an de déterminer les paramètres ajustables de l'équation constitutive, qui sont une
amplitude b et un temps de relaxation  . Ensuite, la solution de l'équation constitutive
pour un écoulement d'élongation donne la viscosité élongationnelle en fonction du taux
d'élongation _. Deuxièmement, la viscosité élongationnelle à été mesurée sur un rhéomètre
à jets opposés.
On observe que les données expérimentales pour la contrainte normale et la viscosité
sont bien décrites par les équations du modèle FENE avec seulement deux paramètres
ajustables. Dans le régime dilué,  et b sont indépendants de la concentration en polymères
des solutions. En utilisant les paramètres découlant des ts de  ( _) et N
1
( _), on peut
calculer la viscosité élongationnelle. Ce résultat est comparé aux résultats pour la viscosité
élongationnelle obtenue par des mesures rhéologiques.
A cisaillement élevé où la viscosité élongationnelle se stabilise sur un plateau, on con-
state que les résultats expérimentaux sont d'une ordre de grandeur plus petits que la
prédiction du modèle FENE. Lors de la détermination des paramètres  et b, la valeur de
 peut être déterminée avec précision, tandis que les ts sont peu sensibles à la valeur de
b. Ceci est dû au fait que le PEO est un polymère très exible. Pour de tels polymères, la
viscosité n'est presque pas rhéouidiante et la contrainte normale croît à peu près quadra-
tiquement avec le cisaillement. Un tel comportement est prédit par le modèle Oldroyd-B.
Ce modèle découle du modèle FENE dans la limite b!1 et ne contient que le paramètre
 . Ceci explique pourquoi une modication de b a peu d'inuence sur les ts des données
rhéologiques. La détermination de b est donc entachée d'erreur signicative. La valeur de b
calculée d'après un modèle moléculaire s'avère être encore plus élevée que celle découlant
des ts des données rhéologiques en cisaillement. Cette méthode est en eet connue pour
donner des valeurs trop élevés pour b. La détermination de b reste ainsi dicile. La vis-
cosité élongationnelle étant proportionelle à b, ceci induit une erreur signicative sur la
détermination de la viscosité élongationnelle et constitue ainsi le problème majeur de
cette méthode. Notons qu'il n'est pas possible de déterminer la viscosité élongationelle
dans le cadre du modèle Oldroyd-B, car ce modèle prédit une divergence non physique de
cette viscosité à cisaillement ni. Il est donc essentiel de déterminer b. En tenant compte
des problèmes concernant la détermination de b et la détermination rhéologique la méth-
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ode rhéologique de la viscosité élongationnelle, l'accord entre la viscosité élongationnelle
découlant du modèle FENE et des mesures rhéologiques apparaît favorable pour les solu-
tions de PEO. Il semble que la détermination de la viscosité élongationnelle à partir des
mesures de N
1
et de  permet d'obtenir une bonne estimation de l'ordre de grandeur de
cette quantité.
Ce serait intéressant de réaliser des expériences dans des solutions de polymères semi-
exibles, pour lesquelles on devrait trouver des valeurs plus faibles du paramètre b que dans
les solutions de PEO, polymère extrêmement exible. Dans cette limite, la détermination
de b devrait être plus exacte, ce qui permettra de prédire la viscosité élongationnelle avec
plus de précision. En passant des polymères peu exibles à des polymères très exibles, on
pourrait obtenir des informations supplémentaires sur le comportement de b en fonction
de la exibilité. Ceci pourrait ainsi permettre, par extrapolation, d'obtenir une meilleure
précision sur cette valeur pour les polymères très exibles. Ceci nous mènera vers une
meilleure détermination de la viscosité élongationnelle dans ces polymères très exibles.
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Troisième partie
L'instabilité de Saman-Taylor
99

Chapitre 7
La loi de Darcy pour un uide
rhéouidiant
Dans une cellule de Hele-Shaw, la loi de Darcy (équation (1.1)) relie le gradient de
pression appliqué entre l'entrée et la sortie à la vitesse des doigts visqueux. Comme nous
l'avons vu dans le paragraphe 1.2, elle est l'une des équations de base permettant de décrire
l'instabilité de Saman-Taylor. Elle est donc nécessaire pour tout traitement théorique de
l'instabilité dans le cadre d'une approche à deux dimensions. Dans la plupart des cas, la
même approche est choisie pour les uides non-newtoniens. Dans ce chapitre, nous allons
discuter les modications nécessaires de cette loi pour l'adapter à un uide rhéouidiant.
Cet étude est aussi présentée dans Lindner et al. [56].
Avant d'aborder l'étude de la loi de Darcy, nous décrirons le montage expérimental
utilisé lors de toutes les expériences de digitation visqueuse présentées dans la suite.
7.1 Le montage expérimental
Les expériences de digitation visqueuse sont eectuées dans une cellule de Hele-Shaw
rectangulaire (Fig. 7.1) qui consiste en deux plaques de verre séparées d'un intervalle
de faible épaisseur. Les dimensions du canal ainsi formé sont variables : la largeur peut
prendre les valeursW = 2 cm,W = 4 cm etW = 8 cm et l'épaisseur entre les plaques peut
varier de b = 0:125 mm à b = 1 mm. La longueur de canal est de l = 75 cm. L'épaisseur
des plaques de verre est de 1.5 cm an d'éviter une déformation des plaques au cours
de l'expérience. Nous disposons de plus d'une petite cellule de Hele-Shaw de longueur
l = 27 cm, dont les autres dimensions sont similaires à la cellule décrite ci-dessus. Cette
cellule ne sera utilisée que pour les expériences dans les uides à seuil (chapitre 10).
Le canal est rempli avec le uide complexe de viscosité . Ce uide est ensuite poussé
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Fig. 7.1: La cellule de Hele-Shaw constituée par deux plaques de verre séparées d'un intervalle
dont l'épaisseur b est faible devant sa largeur W . Cette cellule est remplie avec le uide complexe
de viscosité  qui est ensuite poussé avec de l'air. La tension de surface entre les deux uides
est désignée par . Une caméra permet d'enregistrer le mouvement du doigt, dont on peut ensuit
déterminer la largeur relative  = w=W en fonction de sa vitesse U . Des mesures de la pression
appliquée p permettent de déterminer le gradient de pression entre l'entrée et la sortie de la
cellule : rp = (p  p
0
) =l.
avec de l'air comprimé dont on néglige la viscosité. La tension de surface entre les deux
uides est désignée par . La croissance du doigts est enregistrée par une caméra reliée
à un magnétoscope. On peut suivre le mouvement du doigt le long de la cellule avec la
caméra. Un chronomètre ache le temps sur les enregistrements au cours de l'expérience.
On détermine ainsi la largeur des doigts w en fonction de leur vitesse U . La largeur relative
des doigts est dénie comme :  = w=W .
De plus, il est possible de déterminer le gradient de pression appliqué. Ce gradient de
pression est déni comme : rp = p=l. La pression p de l'air comprimé qui pousse la
solution de polymères est déterminée à l'aide d'une colonne d'eau. Ceci permet d'obtenir
une précision de 0.01 bar. La sortie de la cellule est à la pression atmosphérique p
0
. Dans
le doigt, la pression peut être considérée comme étant constante et égale à la pression
appliquée p, ce qui donne p = p
0
  p. l est la distance entre la pointe du doigt et la
sortie de la cellule (voir gure 7.1).
Notons que la pression appliquée p est maintenue constante au cours d'une expérience
pendant que l diminue quand le doigt avance dans la cellule. Le gradient de pression
augmente donc lors d'une expérience. D'après le loi de Darcy (équ. (1.1)) dont nous
allons tester la validité pour les uides non-newtoniens dans ce chapitre, la vitesse des
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doigts U est proportionelle au gradient de pression rp. Une augmentation de rp au
cours de l'expérience entraîne donc une accélération du doigt. Nous avons vérié que les
résultats ainsi obtenus sont identiques à ceux obtenus en régime de vitesse stationnaire,
sous condition de ne pas considérer les résultats obtenus très proche de la sortie ( 10 cm)
où le gradient de vitesse diverge.
7.2 La loi de Darcy pour un uide newtonien
La loi de Darcy pour un uide newtonien est déjà donnée dans le paragraphe 1.2. Nous
allons rappeler ici son expression pour un tel uide. Le prol de vitesse dans une cellule
de Hele-Shaw dans la direction de l'épaisseur de la cellule (correspondant à l'axe z de la
gure 1.1 se calcule à partir de l'équation de Navier Stokes (équation (2.7)) en négligeant
le terme d'inertie. On trouve un prol de vitesse parabolique, dit de Poiseuille :
v =  
1
2
rp z (z   b) (7.1)
où z représente la direction selon l'épaisseur de la cellule et les bords se trouvent à z = 0
et z = b. On voit ce prol sur la gure 7.4. Pour obtenir la loi de Darcy, on moyenne
ensuite ce prol de vitesse sur l'épaisseur b de la cellule et on obtient :
V =  
b
2
12
rp (7.2)
où V représente la vitesse moyenne d'un écoulement de Poiseuille en cellule de Hele-
Shaw. En digitation visqueuse cette vitesse correspond à la vitesse moyenne loin devant
le doigt. Elle est reliée à la vitesse U du doigt par V = U. En négligeant l'épaisseur du
lm de liquide qui reste sur les plaques après le passage du doigt, cette relation découle
directement de la conservation de la masse. La vitesse V est donc pour un uide newtonien
une fonction linéaire du gradient de pression.
7.3 La loi de Darcy pour un uide rhéouidiant
Dans ce paragraphe, nous allons discuter l'adaptation de la loi de Darcy aux uides
rhéouidiants. L'approche la plus facile est de simplement remplacer dans l'équation 7.2
la viscosité  par la viscosité  ( _) qui dépend du cisaillement :
V =  
b
12 ( _)
rp: (7.3)
On obtient ainsi une loi de Darcy eective qui est beaucoup utilisée [12, 4, 23, 5, 50]. Nous
allons maintenant tester cette loi de Darcy avec nos résultats expérimentaux.
104 CHAPITRE 7. LA LOI DE DARCY POUR UN FLUIDE RHÉOFLUIDIFIANT
Pour cela, nous mesurons la vitesse des doigts en fonction du gradient de pression
appliqué pour des solutions de Xanthane de 50 ppm, 100 ppm, 500 ppm et 1000 ppm
dans une cellule de Hele-Shaw de géométrie de W = 4 cm et b = 0:25 mm. Comme nous
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Fig. 7.2: Vitesse loin du doigt en fonction du gradient de pression appliqué pour (a) du
glycérol et (b) une solution de Xanthane à 1000 ppm. Le trait représente la prédiction de la
loi de Darcy (7.2) pour le glycérol et un t en loi de puissance pour la solution de Xanthane.
l'avons montré au paragraphe 5.1.2, une augmentation de la concentration des solutions
de Xanthane produit une augmentation du caractère rhéouidiant des solutions. On va
ainsi continuellement d'un uide faiblement rhéouidiant à 50 ppm à un uide fortement
rhéouidiant à 1000 ppm.
Des mesures de la largeur des doigts  et de leur vitesse U permettent d'obtenir la
vitesse loin du doigt : V = U . De plus, des mesures de la pression appliquée p et de l
au cours de l'expérience permettent de calculer le gradient de pression rp = (p  p
0
) =l
(cf paragraphe 7.1). Nous pouvons ainsi déterminer la vitesse V en fonction du gradient
de pression rp.
La gure 7.2 montre les résultats pour une solution de Xanthane de 1000 ppm ainsi
que les résultats obtenus pour un uide newtonien. On constate que la relation entre la
vitesse et le gradient de pression est linéaire pour le uide newtonien et que les valeurs
expérimentales sont en bon accord avec la prédiction de la loi de Darcy newtonienne
(équation (7.2)) (en traits pleins sur la gure 7.2 a). Pour la solution de Xanthane, la
vitesse n'est pas une fonction linéaire du gradient de pression, mais la pente de la fonction
V (rp) augmente avec la vitesse. En supposant une loi de Darcy de la forme de l'équation
(7.3), la pente est proportionnelle à 1= et la viscosité rhéouidiant qui décroît avec le
cisaillement et donc avec la vitesse entraîne ainsi une augmentation de cette pente avec
V . Nous allons maintenant tester si la loi de Darcy eective (équation (7.3)) peut décrire
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le comportement observé dans la solution de Xanthane. Nous calculons la viscosité pour
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Fig. 7.3: La viscosité en fonction du cisaillement pour diérentes solutions de Xanthane, 50 ppm
(), 100 ppm (M), 500 ppm (2) et 1000 ppm (). Les symboles ouverts représentent les résul-
tats des mesures rhéologiques et les symboles remplis représentent les résultats des mesures de
digitation visqueuse.
chaque point V (rp) de la courbe expérimentale à partir de la loi de Darcy eective
(équation (7.3)). La connaissance de la vitesse permet de calculer le cisaillement dans
la cellule. Le gradient de vitesse du prol parabolique de l'écoulement de Poiseuille est
moyenné sur l'épaisseur de la cellule et on obtient : _ =

@v
x
@y

moyen
=
3V
b
. On obtient
donc à partir des expériences de digitation visqueuse des résultats de la forme  ( _). Ces
résultats peuvent être comparés aux résultats obtenus par des mesures rhéologiques. La
comparaison est montrée sur la gure 7.3. On constate que pour les solutions de 50 ppm et
de 100 ppm, les résultats obtenus par les deux méthodes indépendantes sont en bon accord.
Pour les concentrations de 500 ppm et de 1000 ppm, les résultats obtenus par les mesures
de digitation visqueuse commencent cependant à dévier des résultats rhéologiques. La
loi de Darcy eective (équation (7.3)) est donc valable pour des solutions faiblement
rhéouidiantes. Pour des solutions qui sont plus fortement rhéouidiantes, on observe
des écarts et la loi de Darcy eective n'est plus valable.
Cette loi de Darcy eective découle directement de la loi de Darcy newtonienne qui est
obtenue en moyennant sur le prol parabolique de l'écoulement de Poiseuille (équation
(7.1)). Il est cependant connu que le prol d'écoulement pour les uides non-newtoniens
dière du prole parabolique. Ceci explique la limitation de la validité de la loi de Darcy
eective (équation (7.3)).
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Une amélioration peut être obtenue en recalculant la loi de Darcy à partir d'un prol
de vitesse dans un écoulement de uide non-newtonien. Pour cela, il est nécessaire de
disposer d'une expression donnant la viscosité en fonction du cisaillement. En supposant
un modèle en loi de puissance  ( _) = k
1
_
n 1
(équation (2.14)) pour la viscosité du uide
rhéouidiant, on peut calculer le prol de vitesse dans la cellule de Hele-Shaw. Ce prol
s'écrit :
v =
1
1 +
1
n

jrpj
k
1

1=n
 

b
2

1+
1
n
 




b
2
  z




1+
1
n
!
(7.4)
Les résultats sont présentés sur la gure 7.4. Les écarts par rapport au prole newtonien
sont petits pour un uide faiblement non-newtonien et augmentent quand le uide de-
vient plus rhéouidiant : le prol devient de plus en plus carré. La loi de Darcy non-
n=1
n=0.4
n=0.2 z
z=b
z=0
Fig. 7.4: Le prol de vitesse pour un uide newtonien (n = 1) et pour des uides rhéouidiants
(n = 0:4 et n = 0:2). Pour un uide newtonien, ce prol est parabolique et devient de plus en
plus carré au fur et à mesure que le caractère rhéouidiant des uides augmente.
newtonienne est obtenue de manière identique au cas newtonien en moyennant ce pro-
l de vitesse sur l'épaisseur de la cellule. On obtient une loi de Darcy pour un uide
non-newtonien en loi de puissance que nous appellerons dans la suite loi de Darcy non-
newtonienne :
V =
b
2 (2 + 1=n)

b
2k
1

1=n
jrpj
1=n
(7.5)
La même approche est utilisée par Wilson [96] qui utilise également un modèle en loi de
puissance pour la viscosité. Kondic et al. [51] poursuivent la même procédure dans un
cadre plus général, sans xer la dépendance exacte de  par rapport à _. De la loi de
Darcy non-newtonienne (équation (7.5)) découle une proportionnalité entre la vitesse et
le gradient de pression à la puissance 1=n. La même proportionnalité est trouvée si on
remplace la viscosité  ( _) dans la loi de Darcy eective (équation 7.3) par  ( _) = k
1
_
(n 1)
,
mais le préfacteur est diérent.
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Nous comparons maintenant les résultats obtenus lors des expériences de digitation
visqueuse dans les solutions de 500 ppm et de 1000 ppm aux prédictions de la loi de
Darcy non-newtonienne (équation (7.5)). Dans le paragraphe 5.1.2 nous avons montré (cf
tableau 5.1) que la loi de puissance pour la viscosité de ces deux solutions s'applique dans
la gamme de cisaillements moyens de nos expériences (10 s
 1
< _ < 1000 s
 1
). Ceci
justie l'utilisation d'une modèle en loi de puissance pour l'obtention de la loi de Darcy
non-newtonienne. Nous procédons de la même façon que ci-dessus et calculons  ( _) à
partir des résultats expérimentaux V (rp). Pour cela, la valeur de n est déterminée par
un t des résultats rhéologiques de la viscosité rhéouidiante (cf tableau 5.1) et k
1
est
calculé à l'aide le l'équation 7.5 pour chaque point V (rp). Le cisaillement moyen dans la
cellule est maintenant :
_ =
V
b
2 (1 + 2n)
1 + n
(7.6)
Ceci permet de nouveau d'obtenir des résultats de la forme  ( _) qui peuvent être comparés
aux mesures rhéologiques. La gure 7.5 montre que les mesures rhéologiques et les valeurs
déduites de la digitation visqueuse sont en bon accord. La loi de Darcy non-newtonienne
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Fig. 7.5: La viscosité en fonction du cisaillement pour les solutions de Xanthane de 500 ppm
(2) et 1000 ppm (). Les symboles ouverts représentent les résultats des mesures rhéologiques
et les symboles remplis représentent les résultats des mesures de digitation visqueuse. Les traits
représentent les ts du modèle en loi de puissance.
décrit donc bien le comportement des uides fortement rhéouidiants.
Une autre façon de vérier la loi de Darcy non-newtonienne (équation (7.5)) est de
faire un t des données de la gure 7.2 b avec cette loi. On en déduit n = 0:467 et
k
1
= 158mPa s
n
. Le t des mesures directes de viscosité avec le modèle en loi de puissance
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de la viscosité donne n = 0:463 et k
1
= 160 mPa s
n
(cf. tableau 5.1). La précision sur
les mesures rhéologiques peut être estimée à 5 %. Les paramètres obtenus par les deux
méthodes sont, à la précision de nos mesures, en très bon accord.
7.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié deux modications de la loi de Darcy pour les
uides rhéouidiants. La première consiste à simplement remplacer dans la loi de Darcy
classique la viscosité  par la viscosité  ( _) qui dépend du cisaillement pour obtenir une
loi de Darcy eective. Pour des uides faiblement rhéouidiant (1 > n > 0:65), les
résultats expérimentaux de la vitesse en fonction du gradient de pression sont bien décrits
par cette loi de Darcy eective. Cependant, pour des uides fortement rhéouidiants
(n < 0:65) les résultats expérimentaux dévient des prédictions de cette loi. Le domaine de
validité de la loi de Darcy eective est donc limité aux uides faiblement rhéouidiants.
Malgré cette limitation, celle-ci est beaucoup utilisée à cause de sa simplicité et le fait
qu'elle peut être obtenue sans xer de modèle pour la viscosité.
Pour des uides fortement rhéouidiants, il est nécessaire de calculer la loi de Darcy en
tenant compte du prol de l'écoulement non-newtonien. Ce prol a été calculé ici en sup-
posant un modèle en loi de puissance pour la viscosité. La loi de Darcy non-newtonienne
ainsi obtenue décrit bien le comportement des uides fortement rhéouidiants.
Une autre interprétation de données similaires à celles obtenues dans les solutions de
Xanthane a été donnée par Kawaguchi et al. [48]. Ces auteurs décrivent la dépendance de
V par rapport au gradient de pression rp (cf gure 7.2 b) par une fonction linéaire qui ne
passe pas par zéro. Ils expliquent ce fait par l'existence d'un gradient de pression critique
au dessus duquel les doigts commencent à croître. Ceci implique l'existence d'un seuil
d'écoulement. Un tel seuil n'existe pas pour les solutions de Xanthane que nous avons
étudiées et son existence semble peu probable pour les solutions utilisées par Kawaguchi
et al. [48]. Dans ce chapitre, nous avons montré que la forme de la fonction V (rp) peut
être entièrement décrite par une viscosité qui dépend du cisaillement. L'eet d'un seuil
d'écoulement sur l'instabilité se Saman-Taylor sera étudié dans le chapitre 10.
Chapitre 8
Sélection des doigts dans un uide
faiblement rhéouidiant
Dans ce chapitre, nous discuterons le mécanisme de sélection des doigts dans un uide
rhéouidiant. Pour cela, nous étudierons la largeur relative des doigts visqueux  en
fonction de leur vitesse U , dans une cellule de Hele-Shaw de géométrie donnée, dans des
solutions de Xanthane de diérentes concentrations.
Nous modions le paramètre de contrôle 1=B an de tenir compte du caractère rhéou-
idiant des solutions. Les résultats obtenus pour la largeur relative seront ensuite tracés
en fonction de ce paramètre de contrôle modié. Ils pourront ainsi être comparés, d'une
part, aux résultats classiques de McLean et Saman [64] et d'autre part aux théories de
Ben Amar et Corvera Poiré [4, 5, 23] qui traitent l'instabilité de Saman-Taylor dans les
uides rhéouidiants. Ceci permettra de comprendre le mécanisme de sélection pour les
uides faiblement rhéouidiants. Pour les uides fortement rhéouidiants, le mécanisme
de sélection ne pourra pas être expliqué dans le cadre de cette étude. Ce problème sera
traité dans le chapitre suivant. Les résultats de ce chapitre se trouvent aussi dans Lindner
et al. [56, 59, 60].
8.1 La largeur relative en fonction de la vitesse
Nous mesurons la largeur relative des doigts en fonction de leur vitesse pour diérentes
concentrations de Xanthane. An de modier le caractère rhéouidiant des solutions,
nous faisons varier cette concentration de 50 ppm à 1750 ppm. Les expériences sont
eectuées dans une cellule de Hele-Shaw rectangulaire de largeurW = 4 cm et d'épaisseur
b = 0.25 mm. On peut voir les résultats pour les solutions de Xanthane ainsi que pour de
l'eau pure sur la gure 8.1. On constate que la largeur des doigts décroît avec leur vitesse
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Fig. 8.1: Largeur relative des doigts d'air en fonction de leur vitesse en propagation dans de
l'eau () et dans des solutions de Xanthane de 50 ppm (M), 100 ppm (), 200 ppm (), 500 ppm
(N), 1000 ppm () et 1750 ppm ().
comme pour les uides newtoniens. La largeur relative des doigts dans les solutions de
Xanthane est cependant plus faible que dans l'eau, à vitesses égales. De plus, les doigts
deviennent plus ns quand la concentration en polymères des solutions augmente, donc
quand le caractère rhéouidiant des solutions devient plus important. Notons qu'on voit
sur la gure 8.1 une augmentation de la largeur relative des doigts à haute vitesse pour
les solutions de Xanthane de concentration élevée. Cette augmentation sera discutée en
détail plus tard.
Notons que la limite de  = 0:5 à vitesse élevée pour les uides classiques ne peut pas
être observée lors de la présence d'une quantité d'impuretés même petite, dans la cellule.
Ces impuretés entraînent une limite plus élevée de  qui se trouve autour de  = 0:6 [13].
La même chose se produit pour les solutions de Xanthane où, surtout à faible concentration
un largeur des doigts plus importante peut être observée. Ceci demande de manipuler dans
des cellules extrêmement propres et de vérier de temps en temps si la limite classique
de  = 0:5 est obtenue pour de l'eau pure. Les résultats montrés sur la gure 8.1 sont
obtenus de cette façon.
8.2 La largeur relative en fonction de 1/B
Pour pouvoir comparer les résultats expérimentaux obtenus dans les solutions de Xan-
thane aux résultats classiques obtenues dans les uides newtoniens, il est nécessaire de
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pouvoir tracer la largeur relative  obtenue dans les expériences en fonction du paramètre
de contrôle de l'instabilité 1=B = 12Ca
 
W
b

2
. Ceci demande d'adapter ce paramètre de
contrôle, introduit par Saman et Taylor [76] pour les uides newtoniens, au cas des uides
non-newtoniens. Pour cela, nous tenons compte du caractère rhéouidiant des solutions
en remplaçant  par la viscosité non-newtonienne  ( _) dans l'expression de 1/B. Une
telle approche a aussi été proposée par Van Damme et al. [92]. Nous utilisons le mod-
èle en loi de puissance pour décrire le comportement de cette viscosité non-newtonienne
 ( _) = k
1
_
n 1
(équ. (2.14)). Les paramètres n et k
1
utilisés pour les diérentes concen-
trations sont donnés dans le tableau 5.1. Le paramètre de contrôle s'exprime maintenant
de la façon suivante :
1=B = 12

W
b

2
U k
1
_ (U)
n 1

(8.1)
où le cisaillement moyen dans la cellule _ (U) pour une vitesse du doigt donnée est déter-
miné d'après la formule : _ =
U
b
2(1+2n)
1+n
(équ. (7.6)) obtenue au chapitre précédent à partir
d'un prol d'écoulement non-newtonien. Nous déterminons la tension de surface  à l'aide
de la méthode de la goutte pendante [1]. Elle est indépendante de la concentration des
solutions et on trouve une valeur de  = 72  2 mN/m très proche de celle de l'eau
( = 72:3 mN/m). Ceci signie que l'adsorption du polymère ou des impuretés présentes
dans les solutions à la surface libre de la solution est négligeable.
Il est maintenant possible de tracer les résultats de la largeur relative des doigts 
obtenus dans les solutions de Xanthane en fonction de ce paramètre 1=B (équation (8.1))
et de les comparer ainsi aux résultats numériques de McLean et Saman [64] pour les
uides newtoniens (Fig. 8.2). On constate que les résultats pour les faibles concentrations
en Xanthane coïncident avec la courbe maîtresse des uides newtoniens. Les résultats pour
les concentrations plus élevées commencent à s'écarter de cette courbe. L'écart est faible à
1/B petit et augmente lorsque 1/B augmente. Pour 1/B grand, les valeurs de  semblent se
stabiliser sur un plateau avec  plus petit que la limite classique de  = 0:5. Comme déjà
évoqué, cet écart par rapport à la courbe classique vers des valeurs plus petites, devient
de plus en plus important quand le caractère rhéouidiant des solutions augmente. De
plus, on remarque que cet écart augmente de façon continue avec la concentration en
polymères des solutions.
Il est intéressant de noter que les doigts observés dans un uide rhéouidiant sont
stables jusqu'à des 1=B très élevés. Nous avons fait des expériences jusqu'à 1=B = 12000
sans voir de déstabilisation des doigts. Dans les uides non-newtoniens par contre, une
déstabilisation des doigts par une instabilité secondaire (tip splitting) intervient, selon
le niveau de bruit vers 1=B = 5000 [66] (cf paragraphe 1.5).
Des doigts avec une largeur relative plus petite que la limite newtonienne peuvent aussi
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Fig. 8.2: Largeur relative des doigts en fonction de 1/B pour de l'eau () et les solutions de
Xanthane de 50 ppm (M), 100 ppm (), 200 ppm (), 500 ppm (N), 1000 ppm () et 1750 ppm
().
être observés dans des uides newtoniens lorsque le doigt est perturbé par la présence
d'une anisotropie dans le système [73, 25, 99]. Une telle perturbation du doigt détruit
systématiquement et indépendamment de la nature exacte de cette perturbation, la limite
classique de  = 0:5 à haute vitesse. Si celle-ci introduit une direction de croissance
préférentielle selon l'axe de la cellule dans le système, on observe la formation de doigts
avec une largeur relative  < 0:5 qui tend vers zéro quand 1=B tend vers l'inni. La
sélection singulière du doigt  = 0:5 à haute vitesse, due à la tension de surface (cf
paragraphe 1.4) s'avère donc très fragile. De telles observations ont par exemple été faites
par M. Rabaud et al. [73, 25] qui ont perturbé le système à l'aide d'une rayure sur les
plaques de la cellule dans la direction de propagation du doigt.
Un phénomène similaire est très probablement aussi la cause de l'amincissement des
doigts dans les solutions de Xanthane. Etant donné le caractère rhéouidiant des so-
lutions, un cisaillement local élevé conduit à une viscosité localement faible. Les régions
de cisaillement élevé sont les régions de vitesse élevée du uide cisaillant dans la cellule
de Hele-Shaw. Ces régions de faible viscosité se trouvent essentiellement à la pointe du
doigt, comme le montrent explicitement les simulations numériques de Kondic et al. [50]
en géométrie radiale. Une anisotropie longitudinale similaire à celles des rayures dans les
plaques est ainsi créée et pourrait expliquer la formation de doigts ns observées dans les
uides rhéouidiants.
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8.3 Prédictions théoriques
Nous allons maintenant discuter les prévisions théoriques existantes. Une analyse de
stabilité linéaire de l'instabilité de Saman-Taylor pour un uide rhéouidiant a été
menée par Wilson [96] et Kondic et al. [50]. Dans ces deux analyses, une loi de Darcy de
type non-newtonien similaire à celle discutée au chapitre précédent (équation (7.5)) est
utilisée. L'analyse de Kondic et al. en géométrie radiale indique la suppression du tip
splitting dans les uides rhéouidiants, ce qui est en accord avec la formation de doigts
plus stables observés dans nos expériences en géométrie linéaire. Un tel comportement
est aussi observé dans leurs simulations numériques de l'évolution des doigts dans une
géométrie radiale citées ci-dessus.
Une analyse non-linéaire de la largeur des doigts pour un uide rhéouidiant à été
réalisée par Ben Amar [4] et Corvera Poiré et Ben Amar [5, 23]. Dans le calcul de Ben
Amar [4], les conditions aux bords à l'interface du doigt sont changées par rapport à celles
qui s'appliquent dans le cas d'un uide newtonien. Plus précisément, la relation entre la
vitesse du doigt et le gradient de pression local (la condition de Stefan, équation (1.5))
est modiée selon le modèle  et s'écrit : U
n
/ jrpj

t
n
tandis que le saut de pression
à l'interface (équation (1.6)) est inchangé par rapport à celui de l'analyse classique. Ces
conditions aux bords s'appliquent au cas d'un uide rhéouidiant dans le cadre du modèle
en loi de puissance pour la viscosité. L'équation du mouvement n'est pas modiée, ce qui
permet de traiter le problème dans un champ de pression laplacien.
Le caractère rhéouidiant du uide est pris en compte dans les équations du mou-
vement des références [5, 23]. Cette approche est plus complexe que celle du modèle ,
mais semble mieux tenir compte de l'hydrodynamique dans les uides rhéouidiants.
Pour cela, Corvera et Ben Amar utilisent une loi de puissance du type :  ( _) = k
1
_
n 1
(équation (2.14)) pour la viscosité. De plus, elles utilisent une loi de Darcy eective :
V =  
b
2
12( _)
rp (équation (7.3)) que nous avons discutée dans le chapitre précédent.
Comme la relation entre le gradient de pression et la vitesse découlant de cette loi de
Darcy n'est pas linéaire pour un uide rhéouidiant, le champ de pression qui gouverne
l'instabilité n'est plus laplacien. Ceci complique considérablement les analyses théoriques
dans les uides rhéouidiants. Dans [5, 23], une transformation conforme permet de
retrouver le caractère laplacien des équations et de résoudre le problème. Ces deux anal-
yses permettent d'obtenir une solution numérique pour  en fonction de 1/B pour des
n proche de 1, c'est-à-dire pour des uides faiblement rhéouidiants. C'est aussi dans
cette limite que la loi de Darcy eective utilisée est valable comme nous l'avons montré
au paragraphe 7.3.
Nous allons maintenant décrire les résultats généraux de ces théories et, ensuite faire
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une comparaison avec nos résultats expérimentaux. Les solutions  en fonction de 1=B
obtenues avec ces deux théories sont présentées sur la gure 8.3. On constate que les
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Fig. 8.3: Prédiction théorique de la largeur relative des doigts en fonction de 1/B du modèle 
[4] ( ) et de l'analyse de Corvera Poiré et Ben Amar [5, 23] (- -) pour n=1 (McLean et Saman
[64]), n=0.8, n=0.6 et n=0.5.
solutions obtenues par Ben Amar [4] dans le cadre du modèle  prédisent à n égal des
largeurs relatives de doigts plus petites que les solutions obtenues par l'analyse de Corvera
Poiré et Ben Amar [5, 23] dans laquelle les équations de mouvement ont été modiées.
Malgré cette diérence quantitative, le comportement général de  en fonction de 1=B est
similaire dans les deux cas. Les théories prédisent la formation de doigts avec une largeur
relative plus faible que dans les uides newtoniens. L'écart par rapport aux résultats
classiques est faible pour des 1/B petits et devient plus important quand 1/B augmente.
Dans la limite où 1/B tend vers l'inni,  tend vers zéro pour toutes les solutions. Pour
une valeur de 1/B donnée, les doigts deviennent de plus en plus ns quand le caractère
rhéouidiant des solutions augmente.
Les théories prédisent donc la formation de doigts avec  < 0:5 à 1=B élevé quan-
titativement en bon accord avec les observations expérimentales. Le fait que  semble
se stabiliser sur un plateau pour 1/B grand dans les expériences n'est cependant pas
reproduit par les théories où  tend vers zéro pour 1/B grand.
Sur la gure 8.4 (a) on voit une comparaison quantitative entre les solutions théoriques
du modèle  [4] et les résultats expérimentaux. Pour cette comparaison, il faut adopter la
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même dénition du paramètre 1=B que celle utilisée dans l'étude théorique pour représen-
ter les résultats expérimentaux :
(
1
B
)
modèle 
=

0
U


W
b

2
(8.2)
La viscosité 
0
suit de la dénition du modèle en loi de puissance utilisé pour l'analyse
théorique :  = 
0

U
U
0

1 
t
où U
0
= 1 cm/s [6]. Une comparaison avec notre dénition
du modèle en loi de puissance :  = k
1
_
n 1
et _ = 3U=b permet d'exprimer 
0
et 
t
en
fonction des paramètres k
1
et n que nous avons déterminés pour les solutions de Xanthane
utilisées (cf tableau 5.1) :

0
= k
1

3U
0
b

n 1
(8.3)

t
= 2  n (8.4)
Les résultats expérimentaux pour  peuvent ainsi être tracés en fonction de
 
1
B

modèle 
et
être comparés aux solutions théoriques pour deux valeurs particulières de n. On constate
que la théorie prédit des largeurs de doigts nettement plus petites que celles observées
dans les expériences.
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Fig. 8.4: Prédiction théorique pour la largeur relative des doigts en fonction de 1/B a) du
modèle  [4] pour n=1 (McLean et Saman [64]) ( ), n=0.8 (  ) et n=0.5 (- -) et résul-
tats expérimentaux pour les solutions de Xanthane de 100 ppm () (n=0.82) et 1000 ppm
() (n=0.46). b) de l'analyse de Corvera Poiré et Ben Amar [5, 23] pour n=1 (McLean et
Saman [64]) ( ), n=0.8 (- - ) et n=0.6 (  ) et résultats expérimentaux pour les solutions
de Xanthane de 100 ppm () (n=0.82) et 500 ppm () (n=0.61).
La gure 8.4 (b) montre une comparaison de nos résultats expérimentaux avec les solu-
tions théoriques de l'analyse de Corvera Poiré et Ben Amar [5, 23]. Ces valeurs théoriques
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de  sont données en fonction de :

1
B

theor
= 12



a
b

2
Q
0
= (8.5)
où a = W=2, Q
0
= V
1
 
V
1
U

 =2
avec V
1
 U [22] et  est la viscosité rhéouidiante
qui est comme auparavant décrite par le modèle en loi de puissance :  ( _) = k
1
_
n 1
. Il
est donc possible, en multipliant
 
1
B

theor
par 4
=2
de remonter à la dénition de 1=B
(équation (8.1)) déjà utilisée dans le paragraphe précédent :
1
B
= 4
=2

1
B

theor
= 12

W
b

2
U k
1
_ (U)
n 1

(8.6)
où nous utilisons maintenant _ (U) = 3U=b pour rester dans le cadre de l'approximation
de la loi de Darcy eective : V =  
b
2
12( _)
rp (équation (7.3)) utilisée pour le traitement
théorique. Notons que l'exposant  du modèle en loi de puissance utilisé par Corvera Poiré
et Ben Amar est égal à :  =  n+1. La comparaison entre les résultats expérimentaux et
les solutions théoriques (Fig. 8.4 (b) montre que l'analyse de Corvera Poiré et Ben Amar
prédit aussi des valeurs de  plus petites que celles observées dans nos expériences. Mais
cet écart entre les résultats expérimentaux et les solutions théoriques est plus petit dans
le cadre de cette théorie qu'avec le modèle moins réaliste .
En conclusion, les théories de Ben Amar et Corvera Poiré [4, 5, 23] prédisent des
valeurs  < 0:5 à 1=B élevé en accord qualitatif avec nos observations expérimentales. Les
théories prédisent cependant que ! 0 pour des 1=B grands, ce qui n'est pas observé dans
les expériences où  se stabilise sur un plateau à 1=B élevé. Une comparaison quantitative
indique que les valeurs de  prédites par la théorie sont nettement plus petites que celles
observées expérimentalement. Cet écart est plus faible pour les théories [5, 23] , pour
lesquelles les équations du mouvement ont été modiées que pour le modèle  [4].
Une explication possible de ce désaccord est l'utilisation du modèle en loi de puissance
dans les analyses théoriques. Comme nous l'avons discuté au paragraphe 5.1.2, ce modèle
ne tient pas compte des valeurs constantes de la viscosité non-newtonienne à très bas
et à très haut cisaillement et n'est donc valable que dans une gamme de cisaillement
limitée. Cette gamme est très petite pour des uides faiblement rhéouidiants et devient
de plus en plus étendue à mesure que le caractère rhéouidiant des uides augmente (cf
tableau 5.1). La théorie de M. Ben Amar et de E. Corvera Poiré n'est valable que dans le
domaine des uides faiblement rhéouidiants où la viscosité expérimentale est justement
mal décrite par le modèle en loi de puissance. A faible et à fort cisaillement, le modèle
surestime le caractère rhéouidiant des uides ce qui pourrait être la cause des largeurs
de doigts trop petites prédits par ces modèles.
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8.4 Conclusion
Dans les uides rhéouidiants, on peut observer des doigts dont la largeur relative 
à haute vitesse est nettement plus petite que la limite classique  = 0:5 obtenue avec les
uides newtoniens. Cet amincissement des doigts peut s'expliquer par la formation d'une
direction préférentielle de croissance dans les systèmes utilisant un uide rhéouidiant.
Cette direction préférentielle est engendrée par une zone locale de faible viscosité devant
la pointe du doigt, là où la vitesse dans le uide est élevée et qui se forme par suite du
caractère rhéouidiant des solutions.
Le paramètre de contrôle de l'instabilité 1=B est modié an de l'adapter au cas des
uides non-newtoniens en remplaçant  par la viscosité non-newtonienne  ( _) qui est
fonction du cisaillement. Les résultats expérimentaux concernant la largeur relative  des
doigts obtenue dans les solutions de Xanthane ont ensuite été tracés en fonction de ce
paramètre 1=B.
Ce faisant, on retrouve la courbe maîtresse de McLean et Saman [64] concernant les
uides newtoniens pour les uides faiblement rhéouidiants (n > 0:65). C'est aussi dans
cette limite que la loi de Darcy eective : V =  
b
2
12( _)
rp (équation (7.3)), calculée au
chapitre précédent, est valable. Cette loi de Darcy eective est obtenue en modiant la
loi de Darcy newtonienne (équation (1.1)) de la même façon que le paramètre de contrôle
1=B : la viscosité  est remplacée par  ( _).
Pour les uides fortement rhéouidiants, les résultats s'écartent de cette courbe clas-
sique et des doigts plus ns sont observés. Les doigts deviennent de plus en plus ns à
mesure que le caractère rhéouidiant des solutions augmente. Dans ce domaine, la loi
de Darcy eective n'est elle aussi, plus valable. Une comparaison avec des prédictions
théoriques prenant mieux en compte l'hydrodynamique de ces uides indique un bon ac-
cord qualitatif. Ces prédictions sont d'une part, les simulations numériques de Kondic et
al. qui montrent la suppression du tip splitting et par conséquent la formation de doigts
stables à très haute vitesse dans les uides rhéouidiants en accord avec nos observations
expérimentales. D'autre part, des analyses numériques de  en fonction de 1=B eectuées
par Ben Amar et Corvera Poiré [4, 5, 23] prédisent des valeurs de  plus petites que 0:5
à 1=B grand en accord avec les observations expérimentales. Ces théorie prédisent cepen-
dant que la largeur relative  tend vers zéro pour des 1=B grands. Ceci n'est pas observé
dans nos expériences où la largeur relative semble se stabiliser sur un plateau à 1=B grand.
Les valeurs pour  observées expérimentalement sont ainsi plus élevées que la prédiction
théorique. Les théories existantes ne permettent donc pas d'expliquer le mécanisme exact
de sélection des doigts ns dans le cas d'un uide fortement rhéouidiant. L'étude de
la sélection des doigts dans un uide fortement rhéouidiant sera approfondie dans le
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chapitre suivant.
Chapitre 9
Sélection des doigts dans les uides
fortement rhéouidiants
Dans le chapitre précédent, nous avons montré qu'en passant des uides faiblement
rhéouidiants aux uides fortement rhéouidiants, on passe continûment des résultats
classiques obtenus avec les uides newtoniens à des doigts de plus en plus ns. Les théories
existantes ne permettent pas de rendre compte de la largeur exacte des doigts plus ns
observés dans ces expériences. La théorie ne révèle donc pas le mécanisme de sélection
exact mis en jeu dans les uides fortement rhéouidiants.
Dans ce chapitre, nous allons faire varier la géométrie de la cellule de Hele Shaw pour
obtenir plus d'informations sur le mécanisme de sélection des doigts dans ce domaine. Les
résultats ainsi obtenus rappellent certains résultats obtenus pour des doigts anormaux
dans les uides newtoniens. Ces derniers sont par exemple observés dans une cellule de
Hele-Shaw dont les plaques présentent une rayure selon l'axe de la cellule. Cette perturba-
tion crée une anisotropie comparable à celle formée dans les uides rhéouidiants lors des
expériences de digitation visqueuse (paragraphe 8.2). Dans le cas des doigts anormaux, on
peut montrer que le rayon de courbure à la pointe des doigts est sélectionné en fonction de
leur vitesse. Ceci a motivé une étude de ce rayon de courbure pour les résultats obtenus
dans les solutions fortement rhéouidiantes de Xanthane. Dans ce chapitre, nous allons
comparer les résultats de cette étude aux résultats obtenus pour les doigts anormaux.
9.1 Etude expérimentale
De nouveau, nous mesurons la largeur des doigts en fonction de leur vitesse pour
diérentes cellules de Hele Shaw. La largeur du canal varie de W = 2 cm à W =8 cm et
l'épaisseur de b = 0:25 mm à b = 1 mm. Comme auparavant nous étudions des solutions
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de Xanthane à diérentes concentrations variant de 200 ppm jusqu'à 3000 ppm.
La gure 9.1 montre les résultats obtenus pour  en fonction de la vitesse pour une
concentration de 1000 ppm et trois largeurs diérentes du canal. On constate que la
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Fig. 9.1: Largeur relative des doigts en fonction de leur vitesse pour W = 2 cm (2), W = 4
cm () et W = 82cm (). La largeur relative se stabilise à vitesse élevée sur une valeur constante
qui dépend de la largeur de la cellule.
largeur relative des doigts en fonction de leur vitesse varie avec la largeur du canal W
et ne se stabilise pas sur le même plateau pour des vitesses élevées. La largeuer relative
diminue quand la largeur du canal augmente. Pour un uide newtonien, on observe bien
une variation de  avecW mais seulement pour pour de faibles vitesses. Dans cette région,
 diminue rapidement avec 1=B, qui est proportionnel à W
2
. Pour de faibles vitesses, une
augmentation de W entraîne donc une diminution de . Pour des vitesses élevées par
contre, la largeur relative des doigts  se stabilise à une valeur indépendante de W :  =
0:5. Le mécanisme de sélection dans les uides rhéouidiants est donc fondamentalement
diérent du mécanisme classique. Ces observations sont à mettre en parallèle avec les
résultats obtenus pour des doigts anormaux observés sous certaines conditions dans des
uides newtoniens [73, 25, 99] qui vont être présentés dans le paragraphe suivant.
9.2 Les doigts anormaux dans les uides newtoniens
Un exemple de doigts anormaux a été étudié par exemple par M. Rabaud et al. [73]
dans une cellule de Hele-Shaw dont les plaques présentent une rayure selon l'axe du canal.
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Dans ce système, ils ont observés des doigts ayant une largeur relative  beaucoup plus
(a)
(b)
Fig. 9.2: a) Trois doigts de même vitesse, dans des canaux de même épaisseur et de largeurs
diérents d'après [73] : W = W
1
,  = 0:23 (   ), W = 2W
1
,  = 0:165 ( ) et W ! 1,
 ! 0 (- - -). Le rayon de courbure des trois doigts est identique, tandis que leur largeur
varie avec la largeur de la cellule. b) Le rayon de courbure adimensionné =b en fonction de
l
0
=b pour W = 12 cm et b = 0:1 cm d'après [73].  est une fonction linéaire de l
0
dans une
certaine gamme de l
0
et sature ensuite à une valeur constante.
petite que 0.5 à haute vitesse. Les rayures dans les plaques créent une perturbation locale
à la pointe du doigt. La sélection singulière du doigt =0.5 à haute vitesse, due à la
tension interfaciale (cf paragraphe 1.4), ne tient plus et tout le continuum des solutions
de Saman-Taylor, calculé en l'absence de tension devient alors accessible :  décroît avec
la vitesse et prend des valeurs inférieures à 0.5 à haute vitesse. L'expérience montre que
la forme des doigts obtenus à haute vitesse pour lesquels  < 0:5 est bien décrite par
les résultats analytiques de Saman Taylor (cf. équation 1.15) dans lesquels la tension de
surface a été négligée. Rabaud et al. montrent que c'est le rayon de courbure à la pointe des
doigts qui est sélectionné en fonction de la vitesse. La gure 9.2 (a) montre que des doigts
de même vitesse, obtenus dans des cellules de même épaisseur mais de largeurs diérentes,
ont tous le même rayon de courbure à la pointe du doigt mais diérentes largeurs. La
formule analytique de Saman et Taylor donnant la forme des doigts (équation (1.15))
conduit à une relation entre le rayon de courbure à la pointe et la largeur relative du
doigt. Une approximation parabolique de cette formule dans la région de la pointe du
doigt donne le rayon de courbure  :
 =

2
W
 (1  )
(9.1)
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L'équation 9.1 montre que  s'ajuste en fonction du rayon de courbure sélectionné et de la
largeur du canal. On trouve donc des  diérents pour des largeurs de canalW diérentes
comme le montre l'expérience.
L'expérience montre que le rayon de courbure adimensionné =b est sélectionné en
fonction du nombre capillaire Ca =
U

. Les résultats pour une géométrie donnée sont
montrés sur la gure 9.2 (b). Le rayon de courbure adimensionné =b est donc une fonction
linéaire de la longueur capillaire adimensionnée l
0
=b = 1=
p
12Ca.  est proportionnel à
l
0
:
 = l
0
(9.2)
(Notons que la longueur capillaire l
0
=
b
p
12Ca
utilisée par Rabaud et al. [73] dière d'un
facteur

p
12
de notre dénition l
c
=
b
p
Ca
.) A haute vitesse (donc pour l
0
petit), on observe
une saturation de =b. Cette saturation intervient typiquement pour des valeurs de =b
de l'ordre de 2 ou 3. Elle est expliquée par le fait que le rayon de courbure  devient
alors du même ordre de grandeur que le rayon de courbure dans la direction de l'épaisseur
de la cellule ( b=2). Le système dans ces conditions ne peut plus être traité comme un
système bidimensionnel, ce que suppose la solution de Saman-Taylor. Cette saturation
est fondamentalement diérente de la saturation à  = 0:5 observée pour des systèmes
non perturbés. Dans ce dernier cas, il s'agit d'une sélection singulière à haute vitesse d'une
solution du système bidimensionnelle due à la tension interfaciale.
Pour pouvoir comparer les résultats obtenus dans le cas des doigts anormaux aux
résultats classiques de McLean et Saman [64], il est utile de pouvoir représenter  en
fonction de 1=B. Des équations 9.1 et 9.2 découle [73] :
 =

p
B
2
"

1 +
4

p
B

1=2
  1
#
(9.3)
9.3 Les doigts dans les uides fortement rhéouidiants
La dépendance de  à haute vitesse de la géométrie du canal dans les solutions de Xan-
thane indique que, ici aussi, le mécanisme de sélection est diérent du mécanisme classique.
Dans ce paragraphe, nous allons tester si un mécanisme analogue à celui décrit ci-dessus
est responsable de la sélection des doigts dans le cas des uides fortement rhéouidi-
ants. Nous allons d'abord comparer les prols expérimentaux des doigts aux prédictions
théoriques de Saman et Taylor (équation (1.15)). Pour cela, le prol des doigts est dé-
duit d'images enregistrées sur magnétoscope au cours des expériences, à l'aide du logiciel
NIH-Image. Les courbes ainsi obtenues sont ensuite importées dans le logiciel Math-
ematica ce qui permet de comparer leur forme à la prédiction théorique de l'équation
9.3. LES FLUIDES FORTEMENT RHÉOFLUIDIFIANTS 123
Fig. 9.3: Forme des doigts dans une solution de Xanthane de 2000 ppm à très faible vitesse.
Le doigt le plus n correspond à W = 2 cm, le doigt au milieu à W = 4 cm et le doigt le plus
large à W = 8 cm. Les traits représentent la prédiction de Saman et Taylor en négligeant la
tension de surface (équation (1.15)) pour = 0.56 (2 cm), 0.49 (4 cm) et 0.38 (8 cm). La forme
expérimentale est bien décrite par la prédiction théorique de Saman et Taylor.
(1.15) correspondant à la valeur de  respective. Les résultats pour des doigts à très basse
vitesse (W = 2 cm, 4 cm et 8 cm) sont montrés sur la gure 9.3. La forme des doigts est
bien décrite par la prédiction théorique de Saman et Taylor. Des écarts sont observés,
mais uniquement pour des  grands ( > 0:65) lorsque la tension de surface ne peut plus
être négligée. De telles valeurs de  sont très rarement observées dans nos expériences et
ne se manifestent seulement qu'à très très basse vitesse et dans le canal le plus étroit de
W =2 cm. Par conséquent, elles ne sont pas considérées dans la suite.
Il est maintenant possible de déduire précisément à l'aide de l'équation (9.1) le rayon
de courbure à la pointe des doigts à partir de leur largeur relative. La largeur relative est
en eet beaucoup plus facile à déduire directement et avec précision des enregistrements
que le rayon de courbure. On obtient ainsi =b en fonction de 1=
p
12Ca à partir des
mesures de la forme  (U). Dans l'expression du nombre capillaire,  est, comme dans les
analyses précédentes, remplacé par  ( _). Les résultats pour 1000 ppm et 500 ppm pour
W = 4 cm et b = 0:25 mm sont montrés sur les gures 9.4 (a) et 9.4 (b). On observe une
gamme de vitesses où la relation entre =b et 1=
p
12Ca est linéaire comme pour les doigts
anormaux newtoniens. Vers des vitesses élevées et donc des 1=
p
12Ca petits, on observe
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Fig. 9.4: =b en fonction de 1=
p
12Ca pour des solutions de Xanthane de 1000 ppm (a) et de
500 ppm (b). A faible vitesse (1=
p
12Ca large), la relation entre =b et 1=
p
12Ca est linéaire.
Vers des vitesses élevées (1=
p
12Ca petits), on observe une saturation de =b.
de même une saturation de =b. Mais cette saturation intervient à des valeurs de =b plus
élevées que pour les doigts anormaux et on observe de plus une variation de cette valeur
de saturation avec la concentration (1000 ppm et 500 ppm). L'origine de la saturation ne
semble donc pas être la même pour les doigts anormaux et les doigts obtenus dans les
uides rhéouidiants. L'origine de cette saturation sera discutée dans le paragraphe 9.4.
Le paramètre  de la relation  = l
0
(équation (9.2)) se déduit des valeurs de =b non
saturées. On obtient  = 2:5 pour 500 ppm et  = 1:8 pour 1000 ppm. La valeur de 
dépend donc de la concentration des uides et caractérise ainsi le caractère rhéouidiant
des solutions.
La relation entre  et le caractère rhéouidiant des solutions peut être quantiée avec
plus de détail dans le cadre du modèle en loi de puissance  ( _) = k
1
_
n 1
(équation (2.14)
pour un uide rhéouidiant. L'exposant n de ce modèle donne une mesure du caractère
rhéouidiant des solutions. Nous avons déterminé  pour diérentes concentrations dans
la géométrie de W = 4 cm et de b = 0:25 mm. Les mesures de  en fonction de n sont
montrées sur la gure 9.5 pour des concentrations variant de 250 ppm (n = 0:727) à
3000 ppm (n = 0:269). On constate que la relation entre n et  est linéaire et on obtient :
 = 4:29 n (9.4)
Il devient maintenant possible de déduire la valeur de  à partir de la pente de la viscosité
du uide rhéouidiant.
En connaissant la valeur de , on peut tracer les courbes de la forme  (1=B) (équation
(9.3)). Les résultats expérimentaux pour une concentration donnée mais des géométries
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Fig. 9.5: Le paramètre  de l'équation (9.2) en fonction de l'exposant n du modèle en loi de
puissance  ( _) = k
1
_
n 1
de la viscosité. On constate que  est une fonction linéaire de n.
diérentes devraient tous se placer sur cette courbe. Sur les gures 9.6 (a) et 9.6 (b), les
résultats expérimentaux  pour les concentrations de 1000 ppm et 500 ppm sont reportés
en fonction de 1=B. Comme auparavant, on tient compte du caractère rhéouidiant de
la viscosité pour déterminer 1=B. On observe que, pour chaque géométrie, le début de
la courbe des résultats expérimentaux  en fonction de 1=B (correspondant à des 1=B
faibles) se met à l'échelle avec le début des courbes obtenues pour les autres géométries.
Les résultats expérimentaux  en fonction de 1=B pour une géométrie donnée s'écartent
respectivement de cette courbe universelle à des valeurs plus élevés de 1=B et se sta-
bilisent sur des plateaux. Les valeurs de  qui forment la courbe maîtresse en fonction de
1=B correspondent à des rayons de courbure non saturés en fonction de Ca, tandis que
les valeurs de  qui s'écartent de cette courbe maîtresse correspondent à des rayons de
courbure saturés. La valeur de (1=B)
c
= 12
 
W
b

2
Ca
c
pour laquelle les résultats expéri-
mentaux de  pour une géométrie donnée commencent à dévier de la courbe universelle
se déduit du nombre capillaire Ca
c
, pour lequel la saturation du rayon de courbure est
observée. Notons qu'une saturation du rayon de courbure au même nombre capillaire Ca
c
pour diérentes géométries entraîne ainsi une saturation de  à des valeurs de (1=B)
c
diérentes. La valeur du plateau sur lequel  se stabilise pour une géométrie donnée est
déterminée par cette valeur de (1=B)
c
et dière ainsi d'une géométrie à l'autre.
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Fig. 9.6: a) La largeur relative en fonction de 1=B pour une solution de Xanthane de 500 ppm
pour W = 2 cm et b = 0:25 mm (), W = 8 cm et b = 1 mm (H), W = 4 cm et b = 0:25 mm
() et W = 8 cm et b = 0:25 mm () et la solution de l'équation (9.3) pour  = 2:5 (- - -).
b) La largeur relative en fonction de 1=B pour une solution de Xanthane de 1000 ppm pour
W = 4 cm et b = 0:66 mm (), W = 4 cm et b = 0:25 mm (), W = 8 cm et b = 0:5 mm
(N) et W = 8 cm et b = 0:25 mm () et la solution de l'équation (9.3) pour  = 1:8 ( ). c)
Solution de l'équation (9.3) pour  = 2:5 (- - -) et  = 1:8 ( ).
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On constate que l'évolution des résultats expérimentaux pour  avec 1=B se trouvant
sur la courbe maîtresse est bien décrite par l'équation (9.3). Le paramètre  qui a été
déduit des résultats expérimentaux dans une géométrie particulière reste valable pour les
autres géométries. Sur la gure 9.6 (c) les solutions de l'équation (9.3) sont montrées pour
les deux valeurs expérimentales de =2.5 (500 ppm) et =1.8 (1000 ppm). Comme ces
courbes ne tiennent pas compte de la saturation,  tend vers zéro pour des 1=B grands.
Pour un même 1=B,  est d'autant plus petit que la valeur de  est plus petite.  est donc
une mesure de l'ampleur de l'anisotropie dans le système et ainsi du caractère rhéouidi-
ant des solutions. Une telle variation de la valeur de  avec l'ampleur de l'anisotropie a
aussi été observé pour les doigts anormaux [26] où des gravures plus profondes entraînent
des doigts plus ns. En connaissant la relation entre le paramètre  et n (équation 9.4)
pour les uides rhéouidiants il est possible de prédire les valeurs de  de la courbe
universelle en fonction de 1=B pour de tels uides.
9.4 Saturation de =b
Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que la relation entre le rayon de courbure
adimensionné =b et l
0
=b = 1=
p
12Ca (Ca = U=) est linéaire seulement pour des
vitesses faibles, correspondant à des nombres capillaires Ca élevés. Pour chaque géométrie,
on observe une saturation de =b sur une valeur constante pour des nombres capillaires
supérieures à une certaine valeur Ca
c
. Ca
c
détermine, pour une géométrie donnée, la
valeur du plateau observé pour  en fonction de 1=B, pour 1=B élevé qui a été discuté au
paragraphe précédent.
Dans le cas des doigts anormaux dans les uides newtoniens, Rabaud et al. [73] ont
montré que cette saturation intervient quand le système ne peut plus être traité en deux
dimensions. C'est à dire quand le rayon de courbure  devient du même ordre de grandeur
que le rayon de courbure dans la direction de l'épaisseur de la cellule ( b=2) et donc
=b  2. Dans les uides rhéouidiants =b sature à des valeurs beaucoup plus élevées
qui varient de plus avec le caractère rhéouidiant des solutions (Figs. 9.4 (a) et 9.4 (b)).
La saturation dans les deux cas ne semble donc pas avoir la même origine.
La saturation de =b pour les uides rhéouidiants pourrait être liée aux propriétés
non-newtoniennes de ces uides. Comme les propriétés non-newtoniennes dépendent du
cisaillement nous vérions pour l'exemple de la solution de 1000 ppm si la saturation
intervient toujours au même cisaillement _
c
pour une concentration donnée. Pour cela
nous déduisons le cisaillement _
c
du nombre capillaire Ca
c
: le nombre capillaire Ca =
 ( _ (U))U= étant une fonction de la vitesse U , on peut déterminer U en connaissant Ca
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et ensuite calculer le cisaillement _
c
=
V
b
2(1+2n)
1+n
(équation (7.6)) qui dépend de l'épaisseur
de la cellule b. On constate eectivement que la saturation intervient à peu près à la
même valeur de 1=
p
12Ca
c
(et par la relation  = l
0
(équ. (9.2)) aussi à la même valeur
de =b) si la largeur W de la cellule est modiée, mais que cette valeur change avec
l'épaisseur b de la cellule, lié au cisaillement à travers l'équation (7.6). On obtient pour
b = 0:25 mm et W = 2, 4 ou 8 cm : 1=
p
12Ca
c
 7:7 (=b  14) ce qui correspond
à un cisaillement de _
c
 60 s
 1
et pour b = 0:25 mm et W = 4 cm : 1=
p
12Ca
c
 5
(=b  9) ce qui correspond à un cisaillement de _
c
 90 s
 1
. La saturation intervient
donc pour une concentration en polymères donnée à des cisaillements comparables pour
toutes les géométries utilisées. Ceci indique que c'est très probablement une propriété
non-newtonienne des uides qui est à l'origine de la saturation.
Une telle propriété pourrait être la saturation de la viscosité non-newtonienne sur une
valeur constante 
1
à cisaillement élevé (paragraphe 2.3.1). Dans cette région, le uide
perd ainsi son caractère rhéouidiant ce qui pourrait être à l'origine de la saturation de
=b. Une comparaison des cisaillements _
c
pour des concentrations diérentes montre que
_
c
diminue à mesure que la concentration des solutions augmente : pour c = 2000 ppm
on obtient _
c
 20 s
 1
, pour c = 1000 ppm _
c
 60 s
 1
et pour c = 500 ppm _
c

140 s
 1
. 
1
est par contre atteint pour des cisaillements de plus en plus élevés quand
la concentration et ainsi le caractère rhéouidiant des solutions augmente (paragraphe
5.1.2). La décroissance de _
c
avec la concentration des solutions exclut donc 
1
comme
origine de la saturation du rayon de courbure.
Le fait que _
c
croît avec la concentration des solutions indique cependant que la con-
trainte normale pourrait jouer un rôle. L'importance des contraintes normales dans les
solutions de polymères augmente en fonction du cisaillement et la concentration des so-
lutions : pour atteindre des valeurs identiques de contrainte normale dans deux solutions
de concentrations diérentes, il faut atteindre des cisaillements plus élevés pour la solu-
tion moins concentrée. Le fait que _
c
diminue quand c augmente pourrait donc indiquer
l'eet des contraintes normales sur la saturation. Dans le paragraphe 5.1.4, nous avons
cependant montré que, dans les solutions de Xanthane de 500 ppm et de 1000 ppm, il
n'y a pas de contrainte normale détectable à des cisaillements de l'ordre de grandeur de
_
c
( _
c
 100 s
 1
). Dans le chapitre 11 qui traite l'instabilité de Saman-Taylor dans les
uides qui montrent des eets élastiques, nous montrerons que les contraintes normales
se manifestent très probablement dans le lm de mouillage qui reste entre les doigts et
les plaques de la cellule. Etant donné la faible épaisseur de ce lm, le cisaillement y est
beaucoup plus élevé que dans la cellule entièrement remplie avec le uide. Pour de tels
cisaillements, la contrainte normale pourrait atteindre des valeurs signicatives, même à
faible concentration. Ces valeurs signicatives ne sont cependant pas atteintes dans la
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gamme de cisaillements qui nous est accessible dans nos expériences de rhéologie. Dans le
chapitre 11, nous montrerons également que la présence de contraintes normales entraîne
la formation de doigts plus larges que  = 0:5 à vitesse élevée. Ceci pourrait de plus
expliquer l'augmentation des valeurs de  en fonction de 1=B observée pour des valeurs
de 1=B encore plus élevées.
Notons que la forme des doigts change également au moment de la saturation et ne
peut ensuite plus être décrite par la solution de Saman et Taylor (équation. (1.15)).
9.5 Comparaison avec les théories pour les uides rhéou-
idiants
Comme nous l'avons montré dans le paragraphe 9.3, les résultats de la largeur relative
des doigts  en fonction de leur vitesse obtenus dans les uides fortement rhéouidiants
se divisent en deux régimes : un régime à basse vitesse où les valeurs de  obtenues
pour une concentration donnée mais pour diérentes géométries de la cellule, suivent une
courbe maîtresse si elles sont tracées en fonction de 1=B et un régime à haute vitesse
où la largeur relative  sature sur une valeur qui dépend de la géométrie de la cellule.
Nous avons aussi montré que cette courbe maîtresse  (1=B) tend vers zéro pour 1=B
grand. Nous allons maintenant comparer les résultats expérimentaux qui se trouvent sur
cette courbe maîtresse aux prédictions théoriques de Ben Amar et Corvera Poiré [4, 5, 23]
pour l'instabilité de Saman-Taylor dans les uides rhéouidiants, dont nous savons
qu'elles prédisent un tel comportement. Nous utilisons ici uniquement les prédictions
du modèle dans lequel les équations du mouvement sont changées [5, 23] par rapport
à l'analyse classique an de tenir compte du caractère rhéouidiant des uides. Nous
avons montré au chapitre 8 que ce modèle est plus réaliste que le modèle  [4] et est ainsi
mieux adapté pour décrire l'instabilité de Saman-Taylor dans les uides rhéouidiants.
On voit sur la gure 9.7 les résultats expérimentaux pour une solution de Xanthane de
500 ppm (n = 0:61) pour diérentes géométries du canal (cf gure 9.6 (a)) et la prédiction
théorique de [5, 23] (n = 0:6). Notons, que seules les valeurs de  qui se trouvent sur la
courbe maîtresse sont montrées. On observe un bon accord. Pour des 1=B très faibles
seulement les données expérimentales dévient légèrement de la courbe théorique. Nous
ne disposons malheureusement pas de données numériques pour n = 0:5 et ne pouvons
donc pas comparer les résultats expérimentaux pour la concentration de 1000 ppm en
Xanthane aux prédictions théoriques.
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Fig. 9.7: La largeur relative des doigts  en fonction de 1=B. Les symboles représente les
résultats expérimentaux pour une solution de Xanthane de 500 ppm (n = 0:61) obtenues dans
diérentes géométries (cf Figure 9.6). Le trait représente la prédiction théorique de Ben Amar et
Corvera Poiré [5, 23] pour n = 0:6.
9.6 Limite de validité
Le mécanisme de sélection décrit dans ce chapitre s'applique seulement dans une cer-
taine gamme de concentrations. Pour les uides faiblement rhéouidiants, nous avons
montré dans le chapitre précédent que les résultats de  en fonction de 1=B tendent vers
les résultats classiques. En eet, les résultats obtenus pour deux largeurs diérentes de
la cellule suivent une seule courbe qui coïncide de plus avec la courbe universelle des
uides newtoniens [64] s'ils sont tracés en fonction de 1=B (Fig. 9.8). Dans cette limite,
on retrouve donc les résultats classiques.
Dans la limite des concentrations très élevées, le domaine de validité est limité par
un autre eet. A partir d'une certaine concentration (c > 2000 ppm), les valeurs de
 obtenues dans les expériences pour diérentes géométries ne suivent plus une courbe
universelle s'il sont représentés en fonction de 1=B = 12Ca
 
W
b

2
. Dans cette limite, 1=B
n'est plus paramètre de contrôle du système. Il est cependant possible d'obtenir une courbe
universelle si les résultats de  sont tracés en fonction de (1=B)
?
= 12Ca
 
W
b

(Fig. 9.9).
Une explication possible proposée par Ben Amar [6] de ce nouveau paramètre de contrôle
est que des eets tridimensionnels commencent à devenir importants pour les uides très
fortement rhéouidiants. Un tel eet est par exemple produit par l'accroissement du lm
de mouillage qui se trouve entre les plaques et le doigt (paragraphe 1.6). Pour l'analyse
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Fig. 9.8: La largeur relative des doigts pour une solution de Xanthane de 250 ppm en fonction
de 1=B pour b = 0:25 mm et W = 2 cm () et 4 cm ().
bidimensionnelle, le rayon de courbure selon l'épaisseur de la cellule est considéré comme
constant et proportionnel à
b
2
. On moyenne ainsi sur la troisième dimension, et dans la
suite de l'analyse le saut de pression à l'interface dû à la tension de surface est seulement
modié par les changements du rayon de courbure dans le plan de la cellule. En prenant
W comme longueur typique du système le saut de pression à l'interface du doigt est de
l'ordre de
p
cap 2d


W
(9.5)
Le terme de pression visqueuse, s'obtient à partir de la loi de Darcy où on remplace rp
par
p
W
:
p
visq
 12U

W
b
2

(9.6)
Une comparaison des deux grandeurs de pression mène au paramètre de contrôle 1=B
bien connu :
1=B =
p
visq
p
cap 2d
= 12Ca

W
b

2
(9.7)
Si maintenant le rayon de courbure dans la direction de l'épaisseur de la cellule change au
cours de l'expérience il faut de nouveau tenir compte de la troisième dimension. Comme
le rayon de courbure dans la direction de l'épaisseur de la cellule est beaucoup plus petit
que celui dans le plan de la cellule, le saut de pression à l'interface dû à ce dernier peut
être négligé et on trouve : p
cap 3d


b
. Ceci mène à un paramètre de contrôle de la forme
suivante :
p
visq
p
cap 3d
= 12Ca

W
b

(9.8)
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Ce paramètre est identique à celui trouvé expérimentalement menées dans les expériences
dans les uides très fortement rhéouidiants (Fig. 9.9). Des eets tridimensionnels pour-
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Fig. 9.9: La largeur relative des doigts pour une solution de Xanthane de 3000 ppm en fonction
de 1 (1=B)
?
= 2Ca
 
W
b

pour b = 0:25 mm et W = 2 cm (), 4cm () et 8cm (2).
raient donc être à l'origine de ce nouveau paramètre de contrôle. Ces eets tridimension-
nels pourraient être induits de nouveau par des eets de contrainte normale qui deviennent
importants à des concentrations de Xanthane élevées (paragraphe 5.1.4). La même forme
du paramètre de contrôle (1=B)
?
= 12Ca
 
W
b

est aussi observée lors des expériences dans
un gel dans le régime où le gel se comporte comme un uide très rhéouidiant et sera
discutée au chapitre 10.
9.7 Conclusion
Dans le chapitre précédent, nous avons montré que, pour des uides faiblement rhéou-
idiants, la largeur relative des doigts  tracée en fonction du paramètre 1=B dans lequel
 est remplacée par  ( _) coïncide avec la courbe maîtresse des uides newtoniens [64]. Les
écarts par rapport à cette courbe, observés pour des uides plus fortement rhéouidiants
vers des valeurs plus petites de , n'ont cependant pas pu être expliqués dans le cadre du
chapitre précédent. On observe notamment un désaccord entre les prédictions des théories
existantes [4, 5, 23] pour l'instabilité de Saman-Taylor dans les uides rhéouidiants
où la largeur relative tend vers zéro pour des 1=B larges et les résultats expérimentaux où
celle-ci se stabilise sur un plateau à 1=B élevé. Nous avons consacré ce chapitre à l'étude
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des uides fortement rhéouidiants. Nous avons montré, pour une concentration parti-
culière en Xanthane, que les valeurs de  obtenues pour diérentes largeurs de la cellule
de Hele-Shaw ne tendent pas vers un plateau unique à vitesse élevée comme on l'observe
pour les uides newtoniens, où  tend à vitesse élevée pour toutes les géométries vers
 = 0:5. La valeur du plateau observé pour les uides fortement rhéouidiants dépend
par contre de la largeur de la cellule ce qui indique que ce n'est pas la largeur relative qui
est sélectionnée à vitesse élevée.
Ceci rappelle les observations faites par Rabaud et al. [73] dans les uides newtoniens
où ils ont perturbé les doigts par une rayure sur les plaques selon l'axe du canal. Cette
perturbation crée une anisotropie comparable à celle formée dans les uides rhéouid-
iants lors d'une expérience de digitation visqueuse (cf paragraphe 8.2). Rabaud et al.
[73] montrent que, pour une vitesse donnée leur doigts anormaux ont des largeurs dif-
férentes mais des rayons de courbure  à la pointe des doigts identiques dans des cellules
de largeurs diérentes. Ceci a motivé une étude de ce rayon de courbure dans les solutions
de Xanthane.
Lors de cette étude, nous avons montré qu'on peut distinguer entre deux régimes
diérents si le rayon de courbure adimensionné =b est tracé en fonction du nombre
capillaire Ca. Dans le régime à basse vitesse, =b est une fonction linéaire de 1=
p
12Ca
avec un coecient de proportionnalité  tandis que =b sature dans le régime à vitesse
élevée. On peut montrer que la valeur de  qui relie =b à 1=
p
12Ca dans le régime à basse
vitesse est indépendante de la géométrie de la cellule, mais dépend de la concentration
de la solution et est ainsi une mesure de l'ampleur de l'anisotropie dans le système. Nous
avons montré que  est un fonction linéaire de l'exposant n du modèle en loi de puissance
 ( _) = k
1
_
n 1
pour la viscosité rhéouidiante. Nous avons aussi montré que seules les
valeurs de  provenant de ce régime à basse vitesse suivent une courbe maîtresse pour
diérentes géométries si elles sont tracées en fonction de 1=B. Rabaud et al. [73] donnent
une expression analytique de la forme de cette courbe  (1=B) en fonction de . Cette
courbe universelle tend vers 0 pour des 1=B larges. Comme nous avons déterminé la
relation entre  et n, il est maintenant possible de prédire dans ce régime la largeur des
doigts en fonction de 1=B à partir des mesures rhéologiques.
Il est de plus maintenant possible de montrer que les valeurs de  en fonction de 1=B
qui se trouvent sur cette courbe maîtresse sont en excellent accord avec les prédictions
théoriques de Ben Amar et Corvera Poiré [5, 23] traitant l'instabilité de Saman Taylor
pour les uides rhéouidiants.
Dans le régime à haute vitesse, on observe une saturation de =b. Nous avons montré
que cette saturation intervient pour un nombre capillaire critique Ca
c
qui est, pour une
concentration donnée, fonction de l'épaisseur de la cellule mais ne dépend pas de sa
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largeur. Ceci indique que Ca
c
est déterminé par le cisaillement dans la cellule. De plus,
Ca
c
varie avec la concentration des solutions. Une explication possible de la saturation
de =b pourrait donc être la manifestation de contraintes normales N
1
( _) à vitesse élevée
qui sont une fonction du cisaillement et de la concentration.
La saturation de =b correspond à la saturation de  sur un plateau à vitesse élevée,
observée dans nos expériences. Les résultats pour  dévient de la courbe maîtresse  (1=B)
pour une valeur (1=B) = 12
 
W
b

2
Ca
c
et saturent sur une valeur constante.
En conclusion, nous avons montré que les valeurs de la largeur relative des doigts  en
fonction de leur vitesse obtenues dans les uides fortement rhéouidiants se divisent en
deux régimes : un régime basse vitesse où les résultats pour  obtenus pour une concen-
tration donnée mais pour diérentes géométries de la cellule suivent une courbe maîtresse
s'ils sont tracés en fonction de 1=B et un régime haute vitesse où la largeur relative 
sature à une valeur dépendant de la géométrie de la cellule. La courbe maîtresse obtenue
est en bon accord avec les théories traitant l'instabilité dans les uides rhéouidiants
[5, 23].
Chapitre 10
Le uide à seuil
Dans les chapitres précédents (8 et 9), nous avons étudié l'instabilité de Saman-Taylor
dans des uides dont la viscosité est rhéouidiante. Dans de tels uides, on observe
la formation de doigts stables d'une largeur relative  qui peut atteindre des valeurs
nettement plus petites que la limite classique de  = 0:5 pour les uides newtoniens à
vitesse élevée. Cependant à l'exception de leur largeur, ces doigts ns ressemblent à ceux
observés dans les uides newtoniens.
Lors d'expériences avec d'autres uides non-newtoniens comme de la mousse, des
argiles ou des solutions de polymères associatifs on observe par contre souvent des struc-
tures fractales de doigts branchés ou des doigts qui ressemblent à des fractures [54, 89,
97, 61]. De telles observations ne peuvent donc pas uniquement être expliquées par une
viscosité rhéouidiante. Les uides auxquels nous avons fait référence ci-dessus possè-
dent tous, en dehors d'autres propriétés non-newtoniennes, un seuil d'écoulement, qui
pourrait être à l'origine des structures observées. Ceci a motivé une étude de l'instabil-
ité de Saman-Taylor dans un uide à seuil que nous présenterons dans ce chapitre. Les
résultats de cette étude se trouvent aussi dans Lindner et al. [57].
Un uide à seuil est caractérisé par une contrainte critique 
c
qu'il faut dépasser pour
engendrer un mouvement dans ce uide. En dessous de cette contrainte critique le uide
à seuil se comporte comme un solide élastique, au dessus comme un uide visqueux dont
la viscosité est dans beaucoup de cas rhéouidiante. Un tel comportement est décrit par
le modèle de Herschel-Bulkley pour la contrainte :  = 
c
+ k
1
_
n
(équation (2.17)). Nous
réalisons ici des expériences dans un gel. Des mesures rhéologiques de la contrainte en
fonction du cisaillement (cf paragraphe 5.3.2) ont montré que ce gel est un uide à seuil
dont le comportement est bien décrit par le modèle de Herschel-Bulkely.
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10.1 La loi de Darcy pour un uide à seuil
Avant d'étudier la digitation visqueuse dans un uide à seuil, nous allons discuter
l'adaptation de la loi de Darcy à un tel uide. La loi de Darcy pour un uide newtonien
introduite au paragraphe 1.2 (équation (1.1)) :
V =  
b
2
12
rp (10.1)
relie le gradient de pression appliqué entre l'entrée et la sortie de la cellule à la vitesse
moyenne du uide loin devant le doigt. Comme nous l'avons montré au paragraphe 7.2,
cette vitesse V est reliée à la vitesse du doigt par V = U . La loi de Darcy est l'une
des équations de base permettant de décrire l'instabilité de Saman-Taylor et il est donc
important d'étudier sa validité aussi pour un uide à seuil.
Nous mesurons donc la vitesse V en fonction du gradient de pression appliqué rp lors
des expériences de digitation visqueuse dans le gel. Pour cela, nous utilisons la petite cellule
de Hele-Shaw d'une largeur de W = 4 cm, d'épaisseur b = 0:5 mm et d'un longueur de 27
cm. La détermination des valeurs expérimentales V (rp) a été décrite pour les expériences
dans les solutions de Xanthane dans le paragraphe 7.1. Notons que pour le gel, le gradient
de pression est déterminé avec moins de précision qu'auparavant. Dû aux pressions élevées
nécessaires lors des expériences dans le gel, nous mesurons celle-ci à l'aide d'un manomètre
d'une précision de 0.05 bar.
On voit les résultats V (rp) pour le gel sur la gure 10.1. On constate que la relation
entre la vitesse et le gradient de pression n'est pas linéaire comme prédit par la loi de Darcy
pour un uide newtonien (équ. (10.1)). La forme de V (rp) observée dans le gel ressemble
à première vue beaucoup à celle observée dans un uide rhéouidiant (cf paragraphe
7.3).
Comme un uide à seuil est caractérisé par une contrainte critique 
c
qui doit être
dépassée pour mettre le uide en mouvement, on s'attend à ce que l'écoulement en cellule
de Hele-Shaw ne se manifeste qu'à partir d'une valeur critique du gradient de pression rp.
Pour obtenir une approximation de cette valeur, nous remplaçons dans la loi de Darcy
newtonienne (équ. 10.1), la viscosité  par la viscosité  ( _) qui dépend du cisaillement.
Ceci mène à une loi de Darcy eective V =  
b
2
12( _)
rp (équation (7.3)). Une approche
similaire à aussi été discutée pour le uide rhéouidiant (paragraphe 7.3). La viscosité
pour un uide à seuil s'écrit d'après le modèle de Herschel-Bulkley (équation (2.17)) pour
la contrainte  = 
c
+ k
1
_
n
de la façon suivante :
 =

_
=

c
_
+ k
1
_
n 1
(10.2)
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Fig. 10.1: Vitesse V loin devant le doigt en fonction du gradient de pression rp appliqué dans
le gel dans une cellule de Hele-Shaw de W = 4 cm et de b = 0:5 mm. Le trait représente un t
en loi de puissance.
Pour de faibles vitesses, le terme visqueux k
1
_
n 1
peut être négligé devant

c
_
et la viscosité
s'écrit  ( _)  
c
= _. En supposant de plus _ = 3V=b, la valeur critique du gradient de
pression (rp)
c
découle de la loi de Darcy eective :
(rp)
c

4
c
b
(10.3)
Pour le gel, 
c
= 16 Pa (cf tableau 5.2) et on obtient un gradient de pression critique
de (rp)
c
 1:3  10
5
Pa/m. On ne voit eectivement pas de points en dessous de rp 
1  10
5
Pa/m sur la gure 10.1.
Pour des vitesses plus élevées, le terme k
1
_
n 1
domine sur

c
_
et le uide se comporte
comme un uide rhéouidiant. Nous allons donc tester si la loi de Darcy non-newtonienne
(équation 7.5) obtenue en moyennant sur un prol de vitesse non-newtonien pour un uide
rhéouidiant, obtenu au paragraphe 7.3 :
V =
b
2 (2 + 1=n)

b
2k
1

1=n
jrpj
1=n
(10.4)
s'applique aussi aux uides à seuil. Au paragraphe 7.3, nous avons montré que cette
loi de Darcy non-newtonienne est mieux adaptée aux uides fortement rhéouidiants
que la loi de Darcy eective évoquée ci-dessus. Le gel étant à vitesse élevée, un uide
fortement rhéouidiant, nous allons ici seulement étudier la validité de la loi de Darcy
non-newtonienne (équation 10.4). Nous calculons la contrainte  ( _) = k
1
_
n
à partir des
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résultats expérimentaux V (rp) (Fig. 10.2). Pour cela, nous utilisons la valeur n = 0:38
déterminée par des mesures rhéologiques ( _) (cf tableau 5.2). k
1
est calculé à l'aide de
l'équation (10.4) pour chaque point V (rp). Le cisaillement moyenné dans la cellule est
maintenant donné par _ =
V
b
2(1+2n)
1+n
(équ. (7.6)). Ceci permet d'obtenir des résultats de
la forme  ( _) qui peuvent être comparés aux mesures rhéologiques. La gure 10.2 montre
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Fig. 10.2: La contrainte en fonction du cisaillement pour le gel provenant des mesures
rhéologiques () et déduites des expériences de digitation visqueuses (). Pour cela, une loi de
Darcy non-newtonienne (équation (10.4)) obtenue pour des uides uniquement rhéouidiants
est utilisée.
que les mesures rhéologiques et les valeurs déduit de la digitation visqueuse sont à la
précision de nos mesures, en bon accord. La loi de Darcy non-newtonienne (équ. (10.4))
pour un uide rhéouidiant décrit donc bien le comportement des uides à seuil dans la
gamme de vitesses accessible dans nos expériences.
Une autre façon de vérier si la loi de Darcy non-newtonienne est valable, est de faire
un t des données V (rp) de la gure 10.1 avec cette loi. Du t découle n = 0:37 et
k
1
= 59  23 Pa s
n
. Notons que l'erreur sur le t est assez large à cause du fait qu'il y
a peu de points à vitesse élevée. Le t des mesures directes de la contrainte  ( _) avec
le modèle de Herschel-Bulkley donne n = 0:38 et k
1
= 38 Pa s
n
(cf tableau 5.2). Les
paramètres obtenus par les deux méthodes, sont à la précision de nos mesures, en bon
accord.
On constate que nos résultats V (rp) obtenus dans un uide à seuil peuvent, à la pré-
cision de nos expériences, être entièrement décrits par une loi de Darcy non-newtonienne
obtenue pour un uide uniquement rhéouidiant. A très faible vitesse, où la contrainte
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seuil du uide devient importante, on s'attend à des écarts des résultats expérimentaux
par rapport à cette loi de Darcy non-newtonienne. Ces déviations ne sont cependant pas
détectables dans nos expériences car nous ne disposons pas d'une précision susamment
élevée lors de la détermination de V (rp) à faible vitesse. Il est de plus dicile de déter-
miner le gradient de pression critique (rp)
c
en dessous duquel il n'y a pas de formation
de doigts. Ceci est également dû au fait que la vitesse minimale accessible est limitée par
la précision des mesures. Nos mesures de V (rp) ne permettent donc pas de distinguer
entre un uide à seuil et un uide purement rhéouidiant.
Une loi de Darcy pour un uide à seuil a été obtenue par Coussot [27]. Il utilise
également le modèle de Herschel-Bulkley pour décrire le comportement du uide. Pour
obtenir la loi de Darcy, Coussot calcule le prol de vitesse de l'écoulement d'un uide
à seuil dans une cellule de Hele-Shaw et moyenne ensuite ce prol sur l'épaisseur de la
cellule :
jrpj =
2
c
b
"
1 + c

k
1
jV j
n

c
(b=2)

d
#
(10.5)
où d et c sont des paramètres ajustables qui dépendent du uide utilisé. Notons que la
loi de Darcy non-newtonienne pour un uide rhéouidiant (équ. (10.4)) a été obtenue
de la même façon, en utilisant le modèle en loi de puissance  ( _) = k
1
_
n 1
(équation
2.14). Dans la limite V ! 0, on retrouve à un facteur 2 près, le résultat approximatif du
gradient de pression critique (rp)
c

4
c
b
de l'équation (10.3) donnée ci-dessus. A haute
vitesse, où 
c
peut être négligé, en trouve en supposant d = 1 et en résolvant l'équation
(10.5) pour V :
V =
b
2

1
c

1=n

b
2k
1

1=n
jrpj
1=n
(10.6)
En posant
 
1
c

1=n
=
1
2+1=n
, ce qui mène à c = 1:8, on retrouve le résultat de la loi de
Darcy non-newtonienne (équ. (10.4)) pour un uide rhéouidiant. Pour une argile avec
n = 0:33, Coussot [29] trouve les valeurs c = 1:93 et d = 0:9 ce qui est du même
ordre de grandeur que nos paramètres c = 1:8 et d = 1. La loi de Darcy obtenue par
Coussot (équation 10.6), dans la limite V ! 0 et V !1, aboutit aux résultats obtenus
précédemment (équations (10.3) et (10.4)).
Kawaguchi et al. [48] ont décrit la dépendance V (rp) des données similaires à celles
trouvées dans le gel (cf gure 10.1) comme une droite qui ne passe pas par zéro. Ils ex-
pliquent ceci par l'existence d'un gradient de pression critique dû à un seuil d'écoulement.
Dans le chapitre 7, nous avons déjà montré qu'une telle forme de V (rp) peut être en-
tièrement décrite par une viscosité qui dépend du cisaillement. Dans ce paragraphe, nous
avons de plus montré qu'un uide à seuil disposant d'un seuil de l'ordre de grandeur de
celui du gel, ne peut pas être distingué d'un uide rhéouidiant à partir des données
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de la forme V (rp). Même si les solutions utilisées par Kawaguchi et al. [48] pouvaient
être classiées comme des uides à seuil, il est peu probable que ces solutions possèdent
un seuil d'écoulement plus élevé que celui du gel. Il ne semble donc pas justié d'expli-
quer la forme de V (rp) observée par l'existence d'un seuil d'écoulement comme le font
Kawaguchi et al. [48].
10.2 Expériences de digitation visqueuse dans un uide
à seuil : premières observations
Les expériences de digitation visqueuse sont faites dans une petite cellule de Hele-
Shaw rectangulaire d'une longueur de 25 cm. Nous entreprenons des expériences pour
deux largeurs de canal diérentes : W = 2 cm et W = 4 cm et nous faisons varier
l'épaisseur du canal de b = 0:125 mm à b = 1 mm. Pour remplir le canal, le gel est
répandu sur une plaque et puis écrasé avec l'autre. Le gel dans le canal ainsi rempli est
ensuite poussé avec de l'air comprimé, ce qui mène à la formation de doigts visqueux.
A basse vitesse, on observe des structures très ramiées (Fig. 10.3) qui consistent en
plusieurs doigts se séparant répétitivement en deux. On observe régulièrement plusieurs
doigts qui se propagent en parallèle dans la cellule. Eventuellement, un doigt écrante les
autres qui arrêtent alors de se propager. Le doigt qui continue à bouger se déstabilise de
nouveau, se sépare en deux, et le processus recommence.
Dans les uides newtoniens, des structures ramiées peuvent aussi être observées. Mais
pour ces uides, les ramications se produisent toujours comme une instabilité secondaire
à haute vitesse (cf paragraphe 1.5). Pour le gel par contre, elles sont observées à très faible
vitesse. De plus, et contrairement au cas newtonien, la largeur des doigts ne semble pas
dépendre de la vitesse de propagation, ni de la largeur du canal. Cependant, la largeur
croît avec l'épaisseur de la cellule comme on le voit sur la gure 10.3 (a). Pour les uides
newtoniens, la largeur des doigts à faible vitesse croît également avec l'épaisseur de la
cellule b. Ceci est dû au fait que  est une fonction fortement décroissante de 1=B =
12Ca(W=b)
2
pour 1=B faible (correspondant à des vitesses faibles) (gure 1.5) : une
augmentation de b entraîne une diminution de 1=B et ainsi une diminution de . La
dépendance exacte de la largeur des doigts en fonction de l'épaisseur de la cellule pour un
uide à seuil est déterminée dans le paragraphe 10.3 et se révèle cependant diérente du
cas newtonien.
Pour des vitesses élevées, on observe un régime très diérent. Un seul doigt stable se
propage au milieu de la cellule. Comme dans le cas newtonien, sa largeur décroît avec la
vitesse. De plus, sa forme ressemble beaucoup à la forme d'un doigt visqueux classique.
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a) b)
Fig. 10.3: a) Photographies des doigts pour des basses vitesses (U < 0:01 cm/s) pour b = 0.125,
0.25 et 0.75 mm (haut vers le bas). On observe des structures très ramiées de doigts, dont la
largeur augmente avec l'épaisseur de la cellule. b) Photographies des doigts pour des vitesses
élevées (U > 0:1 cm/s) pour b = 0.25 mm et 0.75 mm (haut vers le bas). On observe un seul
doigt au milieu de la cellule.
Deux photographies de doigts à vitesse élevée sont montrées sur la gure 10.3 (b).
Pour caractériser la transition entre les deux régimes quantitativement, nous avons
mesuré la largeur des doigts w en fonction de leur vitesse U pour une géométrie parti-
culière. Les résultats de plusieurs expériences ont été moyennés pour obtenir les valeurs
présentées sur la gure 10.4. On constate qu'à basse vitesse (U < 0:03 cm/s) où on ob-
serve des structures ramiées de doigts, la largeur de ces doigts ne dépend en eet pas de
leur vitesse. A vitesse élevée (U > 0:1 cm/s) où on observe un seul doigt au milieu de la
cellule, la largeur des doigts décroît avec la vitesse. On peut donc identier deux régimes
diérents qui sont séparés par une région bruitée. On appellera le régime à basse vitesse
le régime de seuil et le régime à haute vitesse le régime visqueux. Les deux régimes seront
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Fig. 10.4: Largeur des doigts w en fonction de la vitesse U pour le gel () et la mousse ()
pour une cellule de largeur W=4cm et d'épaisseur b=0.5 mm. Pour le gel on peut distinguer deux
régimes : un régime basse vitesse où la largeur des doigts ne varie pas avec la vitesse (régime de
seuil) et un régime vitesse élevée où la largeur des doigts décroît avec la vitesse (régime visqueux).
Pour la mousse, on observe uniquement le régime visqueux .
étudiés séparément dans la suite.
10.3 Le régime de seuil
Dans le régime de seuil, qui peut être identié par une largeur des doigts qui ne dépend
pas de leur vitesse, on observe des structures très ramiées. Ce régime se caractérise par
le fait que les contraintes dans le système sont de l'ordre de grandeur de la contrainte
seuil 
c
. Bien que cette approximation soit probablement très grossière pour un uide à
seuil, nous écrivons le cisaillement sous la forme _  U=b dans le but d'obtenir un ordre
de grandeur de ce dernier. De la gure 10.4 découle comme valeurs typiques de U dans
le régime de seuil, U = 0:01 cm. De plus, l'épaisseur de la cellule est de b = 0:5 mm
ce qui mène à _  0:02 s
 1
. Sur la gure 5.12, on voit que, pour un tel cisaillement, la
contrainte  n'est que très faiblement plus grande que 
c
: les contraintes visqueuses k
1
_
n
sont donc faibles :
k
1
_
n

c
< 1. C'est donc la contrainte seuil 
c
qui domine sur les contraintes
visqueuses dans ce régime.
Lors de la formation des structures ramiées de doigts dans ce régime, le seuil d'é-
coulement n'est probablement pas atteint dans la totalité de la cellule. L'observation de
bulles d'air gées dans le gel soutient cette hypothèse. L'existence de zones non-cisaillées
dans la cellule peut expliquer que deux doigts ne se voient pas nécessairement et peuvent
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donc se propager en parallèle dans la cellule. De même, les doigts ne sentent pas les bords
du canal et la largeur des doigts est par conséquent indépendante de la largeur du canal.
Dans la suite, nous présenterons une analyse théorique de l'instabilité dans un uide à
seuil et comparerons nos résultats expérimentaux dans le régime de seuil aux prédictions
théoriques.
10.3.1 Prédictions théoriques
Une analyse théorique d'une instabilité similaire à celle de Saman-Taylor dans un
uide à seuil a été menée par Shull et al. [81] et Fields et al. [33]. Ils considèrent un
uide à seuil conné entre deux plaques. Quand les deux plaques sont éloignées l'une de
l'autre, on observe la formation de doigts d'air dans le uide à seuil. Une analyse linéaire
du problème de l'instabilité de Saman Taylor pour les uides à seuil a été eectuée par
Coussot [27]. Pour son analyse, il utilise la loi de Darcy pour un uide à seuil (équ. (10.5))
dont nous avons montré la validité au paragraphe 10.1.
Avant de discuter les résultats de ces analyses pour le uide à seuil, nous allons d'abord
rappeler les résultats de l'analyse de stabilité linéaire pour un uide newtonien (cf. para-
graphe 1.3). La largeur caractéristique l
c
de l'instabilité s'écrit pour un uide newtonien
[20] :
l
2
c
 b
2

U
(10.7)
Avec l'approximation _  U=b pour le cisaillement, la contrainte visqueuse 
visc
pour
un uide newtonien s'écrit : 
visc
=  _. En utilisant cette relation, on peut exprimer la
longueur typique l
c
en fonction de la contrainte visqueuse 
visc
:
l
2
c
 b


visc
: (10.8)
Pour de faibles vitesses, la contrainte visqueuse devient très petite et on trouve des
longueurs caractéristiques l
c
très larges (cf paragraphe 1.3). Dans la limite U ! 0, l
c
diverge. Ceci explique que dans un canal linéaire le doigt occupe pour des vitesses faibles
toute la largeur du canal.
Pour un uide à seuil, un raisonnement naïf nous conduit à remplacer la contrainte
visqueuse 
visc
par une expression de la forme :  = 
c
+  ( _) _, qui contient la contrainte
seuil 
c
. Contrairement à la contrainte visqueuse pour un uide newtonien, on trouve pour
un uide à seuil une valeur nie pour  dans la limite U ! 0, égale à 
c
. La longueur
caractéristique pour un uide à seuil s'écrit donc dans la limite U ! 0 :
l
c

r
b


c
: (10.9)
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On constate que cette longueur atteint une valeur nie pour U = 0. De plus elle est
proportionelle à
p
b et contient la contrainte seuil 
c
.
L'analyse de stabilité plus détaillée de Coussot [27] donne l'expression suivante pour
la longueur caractéristique l
c
dans un uide à seuil :
l
c
= 2
r
3b
2
c
: (10.10)
ce qui est en accord avec le résultat de l'équation (10.9). Shull et al. [81] et Fields et al.
[33] prédisent également un résultat de la forme de l'équation (10.9) pour la longueur
caractéristique de l'instabilité.
Dans le paragraphe suivant nous allons tester la validité expérimentale de l'équation
(10.10) dans le régime de seuil.
10.3.2 Comparaison avec les résultats expérimentaux
Comme nous l'avons montré au début de ce paragraphe, la contrainte seuil domine
les contraintes visqueuses dans le régime de seuil. On peut donc identier la largeur des
doigts dans ce régime, au moins directement après la déstabilisation, avec la longueur
caractéristique de l'instabilité de l'analyse linéaire. Ceci permet de comparer nos résultats
expérimentaux à la prédiction théorique.
Nous avons réalisé des expériences de digitation visqueuse dans le gel en faisant varier
la géométrie (largeur et épaisseur) de la cellule de Hele-Shaw. Pour chaque géométrie,
(a)
w1
w2
(b)
Fig. 10.5: a) Doigt juste avant la séparation en deux et b) juste après. Les èches indiquent
la largeur w des deux doigts.
nous avons mesuré la largeur des doigts en fonction de leur vitesse. La largeur des doigts
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est déterminée de la façon suivante : dans le régime de seuil, les doigts se séparent répéti-
tivement en deux. Avant cette séparation, le bout du doigt s'aplatit et forme ainsi une
interface presque plane (Fig. 10.5 (a)). Une déstabilisation de cette interface donne ensuite
lieu à la formation de deux nouveaux doigts. Leur largeur est déterminée juste après la
déstabilisation (Fig. 10.5 b). On se place ainsi le plus près possible d'une situation décrite
par une analyse de stabilité linéaire. Les résultats pour la largeur w ainsi obtenus sont
représentés en fonction de la vitesse comme nous l'avons montré pour une géométrie parti-
culière sur la gure 10.4. Le régime de seuil est identié pour ces expériences comme étant
le régime où la largeur des doigts est indépendante de leur vitesse. La largeur des doigts
pour les diérentes géométries est obtenue comme la valeur moyenne dans ce régime et
est présentée en fonction de
p
b sur la gure 10.6. On constate que la largeur des doigts
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Fig. 10.6: Largeur w des doigts en fonction de
p
b dans le gel pour une largeur du canal de
W = 4 cm () et W = 2 cm (). Le trait représente un t linéaire.
est une fonction linéaire de
p
b et est indépendante de la largeur du canal, comme prédit
par l'équation (10.10). Plus quantitativement, on peut calculer la contrainte seuil à partir
de la pente de la droite w

p
b

à l'aide de l'équation 10.10. En identiant la largeur des
doigts w avec l
c
=2, on obtient 
c
= 15 Pa, ce qui est en excellent accord avec la valeur
de 
c
= 16  2 Pa obtenue par des mesures rhéologiques. Le comportement des doigts
dans le régime près du seuil est donc bien décrit par l'analyse linéaire du problème de
Saman-Taylor [27] dans un uide à seuil.
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10.4 Le régime visqueux
Le régime visqueux se manifeste pour des vitesses de doigts plus élevées (U > 0:1 cm/s)
et par conséquent, les contraintes visqueuses dominent la contrainte seuil :
k
1
_
n

c
 1. De
plus, la viscosité qui s'écrit, en négligeant la contrainte seuil,  =

_
= k
1
_
n 1
est dans ce
régime fortement rhéouidiante avec n = 0:38.
On s'attend donc dans ce régime, à un comportement des doigts similaire à celui
rencontré dans un uide visqueux, rhéouidiant. On observe en eet un seul doigt au
milieu de la cellule dont la largeur décroît avec la vitesse comme pour un doigt visqueux
classique. De plus, la largeur relative des doigts peut atteindre des valeurs nettement en
dessous de la limite classique de  = 0:5 à haute vitesse. Ceci est une caractéristique de
l'instabilité dans les uides rhéouidiants qui a été démontrée dans le chapitre 8. Les
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0 20 40 60 80 100
la
rg
eu
r 
re
la
ti
v
e 
d
es
 d
o
ig
ts
Ca (W/b)
Fig. 10.7: Largeur relative  des doigts en fonction de (1=B)
?
= 12Ca
 
W
b

pour une largeur
du canal de W = 4 cm () et W = 2 cm ().
observations des doigts dans le régime visqueux d'un uide à seuil correspondent donc
qualitativement bien à celles faites dans un uide rhéouidiant (chapitre 8).
Il n'est cependant pas possible d'obtenir une courbe universelle en représentant les
valeurs de la largeur relative  obtenues dans les diérentes géométries pour le gel en
fonction du paramètre 1=B = 12Ca
 
W
b

2
. On obtient par contre une courbe maîtresse en
traçant les valeurs  en fonction de (1=B)
?
= 12Ca
 
W
b

(Fig. 10.7).
Nous allons vérier si ce nouveau paramètre (1=B)
?
peut être obtenu à partir de
l'expression de la longueur l
c
pour un uide à seuil dans le régime de seuil. Le paramètre
1=B pouvant être déni comme une mesure de l'écart entre la longueur caractéristique
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l
c
et la largeur de la cellule W (cf paragraphe 1.4) : 1=B 

W
l
c

2
, une modication de
l
c
entraîne donc une modication de 1=B. Dans le paragraphe 10.3.1, nous avons montré
que pour un uide à seuil, l
c
est proportionnelle à
p
b au lieu de l
c
 b, obtenu pour un
uide newtonien. Ceci mène à 1=B 

c

W
2
b
pour un uide à seuil. On constate que la
dépendance de 1=B par rapport à l'épaisseur de la cellule b est modiée par rapport au
résultat classique 1=B = 12Ca
 
W
b

2
. La dépendance par rapport à la largeur du canal W
est par contre inchangée. Le nouveau paramètre de contrôle (1=B)
?
= 12Ca
 
W
b

observé
lors des expériences dans le régime visqueux du gel ne s'obtient donc pas à partir de la
longueur caractéristique l
c
du régime près du seuil. Ce résultat soutient en eet l'hypothèse
selon laquelle la contrainte seuil ne joue pas de rôle important dans le régime visqueux.
Les résultats dans le régime visqueux doivent donc plutôt être mis en relation avec des
résultats obtenus dans les uides rhéouidiants. En eet, dans le chapitre 9 nous avons
observé pour une solution de polymères, dont la viscosité est fortement rhéouidiant,
que les valeurs de  obtenues pour dans diérentes géométries se mettent également à
l'échelle si elles sont tracées en fonction d'un paramètre identique à (1=B)
?
(Fig. 9.9).
Dans ce chapitre, la forme de (1=B)
?
est expliquée par d'éventuels eets tridimensionnels
intervenant dans l'instabilité. Ces eets pourraient être induits par la contrainte normale
qui devient signicative dans les solutions très concentrées de Xanthane.
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pour la
solution de Xanthane de 3000 ppm () et  en fonction de 1=32:5 (1=B)
?
pour le gel ().
La pente n 1 de la viscosité rhéouidiante en fonction du cisaillement en échelle log-
log est du même ordre de grandeur pour la solution de polymères (Xanthane, 3000 ppm)
et pour le gel (n = 0:38 pour le gel et n = 0:28 pour la solution de Xanthane). Le
caractère rhéouidiant des deux uides est donc comparable. La viscosité du gel est
cependant beaucoup plus élevée que celle de la solution de Xanthane. Ceci se traduit par
un paramètre k
1
du modèle en loi de puissance plus élevé pour le gel (k
1
= 3:8  10
4
pour
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le gel et k
1
= 1:0  10
3
pour la solution de Xanthane).
En comparant les résultats  ((1=B)
?
) pour la solution de Xanthane et pour le gel, on
constate que l'allure des deux courbes est similaire, mais que la courbe  ((1=B)
?
) pour
le gel est décalée vers des valeurs de (1=B)
?
beaucoup plus élevées par rapport à celles
de la solution de Xanthane. Les résultats pour ces deux uides se mettent cependant
à l'échelle si la largeur relative obtenue pour gel est tracée en fonction de
1
32:5
 
1
B

?
. La
courbe maîtresse ainsi obtenue est montrée sur la gure 10.8. Pour le moment, ce décalage
entre les résultats  ((1=B)
?
) obtenus dans le gel et la solution de Xanthane n'est pas
clairement compris. Une explication possible pourrait être que des eets tridimensionnels,
induits par la contrainte normale, sont aussi pour le gel à l'origine de la forme de (1=B)
?
.
Cette contrainte normale atteint pour le gel des valeurs signicatives à vitesse élevée et
est plus élevée pour le gel que pour les solutions de Xanthane. Ceci pourrait entraîner un
décalage du paramètre (1=B)
?
.
10.5 Autres uides
10.5.1 La mousse
Nous avons répété les expériences de digitation visqueuse dans une mousse sous les
même conditions que dans le gel. Pour cela, nous utilisons une mousse commerciale :
Gillette Foamy Regular.
La mousse est généralement considérée comme un uide à seuil typique. On devrait
donc retrouver dans la mousse le même comportement des doigts que dans le gel. Dans
les expériences, ce comportement s'avère cependant très diérent. Dans la mousse, on
n'observe pas de structures ramiées même à très basse vitesse, mais on observe toujours
un seul doigt stable au milieu de la cellule. Ce doigt, probablement dû à la structure
interne de la mousse, n'est pas parfaitement lisse et est légèrement ondulé le long de l'axe
de la cellule, mais ressemble quand même fortement à un doigt visqueux classique. Ces
observations qualitatives se reètent dans les mesures de la largeur des doigts en fonction
de leur vitesse (Fig. 10.4). On constate que la largeur des doigts décroît avec la vitesse
dans toute la gamme de vitesses atteintes lors des expériences. Pour la mousse, le régime
de seuil ne se manifeste pas et on observe uniquement le régime visqueux.
Des mesures rhéologiques éclaircissent l'origine de ce comportement inattendu.
Dans le paragraphe 5.3.6, nous avons montré qu'on ne détecte pas de seuil d'écoulement
signicatif lors des expériences de rhéologie dans une géométrie de mesure dont les surfaces
sont lisses. Ce résultat varie considérablement si du papier de verre est collé sur les surfaces
du système de mesure an de les rendre rugueuses. Sous ces conditions, on mesure un seuil
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très élevé 
c
= 150 Pa. Cette observation indique que la mousse est un uide à seuil, mais
que cette caractéristique peut être masquée par le glissement de la mousse sur les surfaces
lisses.
Si l'on retourne maintenant à l'expérience de digitation, les plaques de verre de la
cellule de Hele-Shaw représentent des surfaces lisses et favorisent ainsi le glissement de la
mousse au niveau des parois. Comme dans le rhéomètre, ceci peut masquer le caractère
de uide à seuil de la mousse et expliquer, que lors des expériences de digitation visqueuse
dans la mousse, on n'observe pas de régime de seuil mais uniquement le régime visqueux.
Nous avons essayé de sabler les plaques de verre an de les rendre rugueuses. Mais
ce traitement change les conditions de mouillage sur les plaques de telle façon qu'il n'est
pas possible d'obtenir des doigts stables dans la mousse. Une expérience dans un liquide
newtonien (un mélange eau, glycérol) dans la cellule ainsi traitée conrme les observations
faites dans la mousse : le doigt n'est pas stable. On observe un ancrage de l'interface sur
les rugosités des plaques sablées. Il n'est donc pas possible dans notre contexte d'utiliser
une cellule dont les plaques ont été sablées pour des expériences de digitation visqueuse.
Durian et al. [68] ont également étudié l'instabilité de Saman-Taylor dans une mousse
(cf paragraphe 3.5.2). Ils observent en cellule radiale une transition entre des structures
rugueuses à basse vitesse et des structures lisses à haute vitesse. Nous n'observons pas
une transition de ce type dans nos expériences en cellule linéaire. De plus, nos expériences
de digitation visqueuse dans la mousse montrent que les eets de bord jouent un rôle
important lors de cette instabilité dans les uides à seuil.
10.5.2 Le dentifrice et la crème
Nous avons cherché à tester la validité de l'analyse de stabilité linéaire (cf paragraphe
10.3.1) dans deux autres uides à seuil : le dentifrice (Colgate Total) et la crème (Dia-
derme Henkel, soin de jour). Le dentifrice est une suspension de particules solides tandis
que la crème est une émulsion d'huile dans de l'eau. Lors des expériences de digitation
visqueuse dans ces deux uides, on observe, comme auparavant, des structures très rami-
ées à basse vitesse correspondant au régime de seuil. On observe aussi une transition vers
le régime visqueux où un seul doigt se propage au milieu de la cellule pour des vitesses
plus élevées. On peut voir sur la gure 10.9 les largeurs w des doigts obtenues pour la
crème et le dentifrice dans le régime de seuil en fonction de la racine de l'épaisseur de
la cellule
p
b. On constate que dans ces deux uides aussi, w est une fonction linéaire de
p
b comme prédit par la théorie (cf équ. (10.10)). Notons que la détermination du seuil
d'écoulement pour la mousse et le dentifrice, dû à la viscosité élevée de ces deux uides,
est beaucoup plus dicile que pour le gel. Nous obtenons donc seulement des valeurs ap-
150 CHAPITRE 10. LE FLUIDE À SEUIL
0
1
2
3
4
5
6
7
8
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
la
rg
eu
r 
d
es
 d
o
ig
ts
  
(m
m
) 
  b
Fig. 10.9: La largeur des doigts w en fonction de
p
b pour la crème () et le dentifrice () et
un t linéaire pour la crème ( ) et le dentifrice (- -).
proximatives qui indiquent que le seuil de ces deux uides est du même ordre de grandeur
et vaut approximativement 
c
= 25 Pa. En calculant 
c
à partir des pentes des droites
w

p
b

de la gure 10.9 à l'aide de l'équation (10.10), on obtient 
c
= 20 Pa pour le gel
et 
c
= 22 Pa pour la crème. Ces valeurs sont, à la précision de nos mesures en accord
avec les résultats rhéologiques.
Les résultats obtenues dans le dentifrice et la crème conrment donc la validité des
prédictions théoriques de l'analyse de stabilité linéaire pour le uide à seuil.
10.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats d'une étude de l'instabilité de
Saman-Taylor dans un uide à seuil. Pour engendrer un mouvement dans un tel uide,
il faut dépasser une contrainte critique 
c
. En dessous de cette contrainte critique, le
uide à seuil se comporte comme un solide élastique alors qu'au dessus il se comporte
comme un uide visqueux dont la viscosité est dans beaucoup de cas rhéouidiante. Un
tel comportement est décrit par le modèle de Herschel-Bulkley (équation 2.17) pour la
contrainte :  = 
c
+ k
1
_
n
. Nous avons réalisé des expériences dans un gel. Des mesures
rhéologiques de la contrainte en fonction du cisaillement (paragraphe 5.3.2) ont montré
que ce gel est un uide à seuil dont le comportement est bien décrit par le modèle de
Herschel-Bulkely.
Avant d'étudier la digitation visqueuse dans ce uide à seuil, nous avons discuté la
modication de la loi de Darcy pour un tel uide. Nous avons montré que la loi de Darcy
non-newtonienne (équation 7.5) obtenue pour un uide uniquement rhéouidiant décrit
bien la vitesse des doigts en fonction du gradient de pression appliqué, observée dans nos
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expériences.
Lors des expériences de digitation visqueuse dans le gel, on observe deux régimes
diérents : le régime basse vitesse, où il y a formation des structures très ramiées, et qui
est appelé régime de seuil et le régime haute vitesse, où on observe un seul doigt stable
au milieu de la cellule, et qui est appelé régime visqueux.
Dans le régime de seuil, la contrainte seuil est dépassée de très peu, c'est à dire 
c

k
1
_
n
et joue un rôle important pour l'instabilité. On observe la formation de structures très
ramiées de doigts qui se séparent répétitivement en deux. De plus, on voit régulièrement
deux doigts qui se propagent en parallèle dans la cellule. La largeur de ces doigts ne dépend
pas de leur vitesse, ni de la largeur de la cellule mais augmente avec l'épaisseur de la cellule.
L'observation de bulles d'air gées dans le gel montrent que, pendant la croissance des
doigts, la contrainte seuil n'est pas dépassée partout dans la cellule, et par conséquent
un doigt ne sent pas forcément les bords de la cellule, ni la présence d'un autre doigt.
Ceci explique que, dans ce régime de seuil, deux doigts peuvent se propager en parallèle
dans la cellule et que leur largeur est indépendante de la largeur du canal. Les résultats
obtenus pour la largeur des doigts en fonction de la contrainte seuil et de l'épaisseur de la
cellule sont en très bon accord avec les prédictions théoriques d'une analyse de stabilité
linéaire menée par Coussot [27]. Cette analyse de stabilité linéaire montre de plus que
la largeur caractéristique de l'instabilité pour un uide à seuil reste, contrairement au
cas newtonien, nie dans la limite de vitesse nulle. Ceci concorde avec la formation de
structures très ramiées de doigts avec une largeur caractéristique indépendante de leur
vitesse dans le régime basse vitesse.
Quand la vitesse des doigts augmente, on observe une transition vers le régime visqueux
où un doigt commence à écranter les autres et continue ensuite de se propager de façon
stable, seul au milieu de la cellule. Dans ce régime, la contrainte seuil est dominée par
les contraintes visqueuses : 
c
 k
1
_
n
et le uide montre donc les caractéristiques d'un
uide rhéouidiant. La valeur n = 0:38 indique un uide fortement rhéouidiant. Les
résultats de digitation visqueuse, obtenus dans le régime visqueux d'un uide à seuil,
ressemblent en eet aux résultats obtenus dans les uides rhéouidiants décrits dans
les chapitres 8 et 9 : la largeur relative  des doigts décroît avec leur vitesse et peut
atteindre des valeurs nettement plus petites que la limite newtonienne de  = 0:5 à haute
vitesse. De plus, les valeurs de  obtenues pour diérentes géométries de la cellule se
mettent à la même échelle si elles sont représentées en fonction du nouveau paramètre
 
1
B

?
= 12Ca
 
W
b

. Dans le chapitre précédent, nous avons montré que
 
1
B

?
est aussi
paramètre de contrôle de l'instabilité dans une solution de polymères dont la viscosité
est fortement rhéouidiante. Les résultats expérimentaux de la forme 
 
1
B


pour le gel
et la solution de Xanthane suivent une courbe maîtresse si les valeurs de
 
1
B

?
pour le
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Xanthane sont multipliées par
1
32
. Cette observation n'est pas encore clairement comprise.
Des expériences de digitation visqueuse dans deux autres uides à seuil, le dentifrice
et la crème, conrment les observations faites pour le gel. Une étude de l'instabilité dans
une mousse révèle par contre un comportement diérent : même à très basse vitesse, on
n'observe pas de structures ramiées, mais uniquement un doigt stable au milieu de la
cellule. Le régime de seuil ne se manifeste pas. Des mesures rhéologiques montrent que le
caractère de uide à seuil de la mousse peut être masqué par le glissement de la mousse
sur les parois. La même chose se produit sur les plaques lisses de la cellule de Hele-Shaw
et explique le fait qu'on observe uniquement le régime visqueux dans les expériences de
digitation visqueuse dans la mousse. Ceci montre que les conditions aux bords ont une
grande inuence sur l'instabilité de Saman-Taylor dans un uide à seuil.
L'étude de la digitation visqueuse dans un uide à seuil était entre autre motivée
par l'observation de structures fractales ou de doigts ressemblant à des fractures dans
des matériaux comme par exemple les argiles, qui possèdent parmi d'autres propriétés
non-newtoniennes un seuil d'écoulement. Cette caractéristique pouvait donc à priori être
à l'origine des structures observées. Nous n'avons cependant pas observé de telles struc-
tures dans nos expériences. De plus, la formation de structures ramiées dans les uides
à seuil que nous avons examinés intervient à faible vitesse et disparaît quand celle-ci aug-
mente. La formation de structures fractales observées dans les expériences citées ci-dessus
est cependant généralement intensiée quand la vitesse augmente et la transition vers des
doigts qui ressemblent à des fractures se manifeste typiquement comme une instabilité
secondaire à haute vitesse. La formation de structures fractales ou de doigts ressemblant
à des fractures apparaît ainsi comme un phénomène très diérent de la formation de struc-
tures ramiées dans le gel et ne peut donc pas être uniquement expliquée par l'existence
d'une contrainte seuil.
Chapitre 11
Le uide élastique
Dans ce chapitre, nous allons étudier l'instabilité de Saman-Taylor dans les solutions
diluées de PEO. Dans les chapitres 5 et 6, nous avons montré que les solutions de PEO
sont seulement très peu rhéouidiantes, mais aussi qu'elles présentent des eets élas-
tiques importants, comme une contrainte normale élevée ou une viscosité élongationnelle
élevée. Bonn et al. [13] ont montré que les doigts dans une solution de PEO et une solution
de Xanthane, préparée de façon à avoir les mêmes viscosités faiblement rhéouidiantes,
présentent des comportements très diérents. Les solutions ayant une viscosité très proche
de celle de l'eau, on observe à vitesse égale des doigts plus larges que dans l'eau pour les
solutions de PEO, tandis qu'on observe des doigts plus ns pour la solution de Xanthane.
Dans le chapitre 8, nous avons montré que cet amincissement des doigts dans les solu-
tions de Xanthane est dû au caractère rhéouidiant des solutions. L'observation d'un
élargissement des doigts dans les solutions de PEO indique que la viscosité faiblement
rhéouidiante des solutions ne domine pas le comportement des doigts dans les solutions
de PEO et que les eets élastiques, importants dans ces solutions, et négligeables dans les
solutions de Xanthane, sont responsables de l'élargissement des doigts. Nous allons dans
ce chapitre approfondir l'étude de l'instabilité dans ces solutions qui présentent des eets
élastiques. Une partie de ces résultats se trouve aussi dans Lindner et al. [59].
11.1 La loi de Darcy pour un uide élastique
Comme nous l'avons fait pour les solutions rhéouidiantes de Xanthane (chapitre
7), et pour le uide à seuil (10.1) nous allons d'abord étudier la loi de Darcy pour les
solutions de PEO. Nous répétons, que cette loi, introduite au chapitre 1, relie le gradient
de pression, appliqué entre l'entrée et la sortie de la cellule, à la vitesse du doigt et qu'elle
constitue une des équations de base permettant de décrire l'instabilité. Pour un uide
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newtonien elle s'écrit (équation 1.1) :
V =  
b
2
12
rp (11.1)
où V est relié à la vitesse U du doigt par la relation V = U . Nous avons réalisé des
mesures de la vitesse U du doigt en fonction de la pression p appliquée entre l'entrée et la
sortie de la cellule. Nous avons expliqué, lors de la discussion de la loi de Darcy pour les
solutions de Xanthane (chapitre 7), qu'on peut déduire des résultats sous la forme V (rp)
de ces mesures. Pour les solutions de PEO d'une concentration de 50 ppm et de 250 ppm,
ces résultats ainsi qu'un t linéaire sont présentés sur la gure 11.1. On constate que la
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Fig. 11.1: Vitesse V loin devant le doigt en fonction du gradient de pression appliqué pour (a)
une solution de PEO de 50 ppm et (b) une solution de PEO de 250 ppm. Le trait représente
un t linéaire .
vitesse peut, dans la précision de nos mesures, être décrite comme une fonction linéaire du
gradient de pression comme c'est le cas pour un uide newtonien. Ceci est en accord avec
l'observation que la viscosité des solutions de Xanthane est, pour les faibles concentrations
que nous étudions ici, quasiment newtonienne. Nous avons montré (chapitre 6) que, dans
cette gamme de concentrations, le comportement rhéologique des solutions de PEO peut
être décrit par le modèle de Oldroyd-B. Ce modèle prédit une viscosité  constante et une
contrainte normale N
1
( _) quadratique en _ :
 = 
s
+ n k
B
T  (11.2)
N
1
= 2n k
B
T 
2
_
2
(11.3)
où 
s
est la viscosité du solvant (
s
= 1 mPa s pour l'eau), n la densité en nombre de
polymères et k
B
T l'énergie thermique. Ce modèle contient un paramètre ajustable, le
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temps de relaxation  . Dans le chapitre 6, nous avons déterminé sa valeur en fonction de
la concentration des solutions de PEO (tableau 6.2).
On peut maintenant faire une comparaison quantitative des résultats V (rp) et de la
loi de Darcy pour un uide newtonien (équation 11.1) évoquée ci dessus. Du t linéaire des
donnés V (rp), découle pour la viscosité de la solution de PEO de 250 ppm,  = 1:76
0:35 mPa s, en bon accord avec le résultat découlant du modèle FENE  = 1:43 mPa s.
Pour la solution de PEO de 50 ppm, on obtient  = 1:39  0:32 mPa s d'après le t
des donnés V (rp) en bon accord avec  = 1:09 mPa s découlant du modèle FENE. La
vitesse des doigts en fonction du gradient de pression appliqué est donc dans les solutions
de faible concentration de PEO bien décrite par la loi de Darcy newtonienne.
Nous pouvons ainsi exclure une éventuelle inuence de la viscosité élongationnelle sur
l'instabilité. Lors d'une expérience de digitation visqueuse, on peut imaginer un écoule-
ment élongationnel local, autour de la pointe du doigt qui avance dans le liquide rem-
plissant la cellule de Hele-Shaw. Ceci pourrait entraîner une manifestation de la viscosité
élongationelle. Plus loin devant le doigt, l'écoulement peut être décrit comme un écoule-
ment de cisaillement simple. La viscosité élongationnelle a été déterminée dans le chapitre
6 pour les solution de PEO. On voit sur la gure 6.3 qu'elle peut atteindre des valeurs
qui sont de plusieurs ordres de grandeur plus grandes que la viscosité . L'eet de la
viscosité élongationnelle lors de la la croissance de doigts en cellule de Hele-Shaw devrait
donc considérablement modier la relation entre la vitesse des doigts et le gradient de
pression appliqué. Par contre, nous observons que cette relation est bien décrit par une loi
de Darcy newtonienne en tenant compte uniquement de la viscosité , et nous pouvons
donc exclure l'inuence de la viscosité élongationnelle sur l'instabilité. Nous supposons
donc que l'eet dominant parmi les eets élastiques est la contrainte normale. Etant per-
pendiculaire à la direction de l'écoulement, celle ci n'a pas d'inuence directe sur la loi de
Darcy. Dans la suite nous allons étudier l'eet de cette contrainte normale sur l'instabilité
de Saman-Taylor dans les solutions de PEO.
11.2 La largeur des doigts en fonction de leur vitesse
Dans une cellule de Hele-Shaw rectangulaire de largeur W = 4 cm et d'épaisseur
b = 0:25 mm, nous avons mesuré la largeur relative des doigts , en fonction de la vitesse
U dans des solutions de PEO, à diérentes concentrations. On peut observer les résultats
déterminés pour les concentrations de 50 ppm et 250 ppm en PEO, ainsi que ceux pour
l'eau pure sur la gure 11.2. Dans les solutions de PEO, ayant une viscosité comparable
à celle de l'eau, on observe des doigts plus larges que dans l'eau à vitesse égale. Pour la
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Fig. 11.2: La largeur relative  en fonction de la vitesse U pour des doigts dans de l'eau (4)
et une solution de PEO de 50 ppm () et de 250 ppm () et pour des bulles dans une solution
de PEO de 50 ppm () et de 250 ppm ()
concentration de 50 ppm, la largeur des doigts décroît avec la vitesse et semble se stabiliser
sur un plateau autour de  = 0:65. A faible vitesse, les doigts ont une largeur identique à
celle observée dans de l'eau à vitesse égale. Pour des vitesses plus élevées, on observe des
doigts légèrement plus larges dans le PEO. Pour la concentration de 250 ppm on observe
à faible vitesse également une décroissance de  avec U . De plus,  devient inférieure aux
résultats obtenus pour la concentration de 50 ppm et à ceux obtenus dans l'eau. Pour
des vitesses un peu plus élevées,  croît brusquement et se stabilise à vitesse élevée sur
un plateau plus élevé que celui pour la concentration de 250 ppm, autour de  = 0:85.
Notons que les valeurs qu'on voit sur la gure 11.2 sont représentées jusqu'à la vitesse
maximale pour laquelle on observe des doigts stables, et ce pour les deux solutions.
Dans la suite de ce chapitre, nous essayerons de comprendre cet élargissement des
doigts en cellule de Hele-Shaw.
11.3 Expériences avec des bulles d'air
11.3.1 Bulles dans un capillaire
Bonn et al. [13] ont eectué une étude dans un système plus simple : ils ont étudié le
déplacement de bulles d'air de longueur nie dans un capillaire circulaire rempli par des
solutions de PEO. Cette situation est comparable à un doigt dans une cellule de Hele Shaw,
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qui peut être vu comme une bulle innie se déplaçant dans un capillaire rectangulaire. Le
système de bulles dans le capillaire circulaire permet de visualiser assez facilement le lm
de uide restant entre la bulle d'air et la paroi du capillaire. De plus, Bretherton [16] a
déterminé une expression analytique (équation (1.17)) de l'épaisseur t
B
de ce lm dans la
limite des faibles nombres capillaires Ca :
t
B
R
= 0:643 (3Ca)
2=3
(11.4)
où R est le rayon du capillaire. Cette loi a été introduit dans le chapitre 1. Pour la
géométrie simple du capillaire circulaire, la connaissance de l'épaisseur de ce lm donne
la largeur des bulles.
Bonn et al. [13] ont étudié l'évolution de l'épaisseur de ce lm en fonction de la
vitesse des bulles pour diérents concentrations de PEO en solution. La gure 11.3 montre
Fig. 11.3: La forme de l'extrémité de deux bulles, à une vitesse U = 45 cm/s, dans une solution
de Xanthane (8 ppm, haut) et dans une solution de PEO (50 ppm, bas) d'après Bonn et al. [13].
La viscosité des deux solutions est identique et très proche de celle de l'eau. L'épaisseur du lm
de la bulle dans la solution de Xanthane est identique à celle dans l'eau tous paramètres étant
égaux par ailleurs. Au contraire, on observe un épaississement dramatique du lm pour les bulles
dans la solution de PEO.
deux bulles à vitesse égale, dans une solution de PEO (50 ppm) et dans une solution de
Xanthane (8 ppm). Les deux solutions ont quasiment la même viscosité, très proche de
celle de l'eau. La forme de la bulle observée dans la solution de Xanthane est identique
à celle observée sous les mêmes conditions mais pour de l'eau. On constate, que la bulle
dans la solution de PEO est étroite et allongé tandis que la bulle dans la solution de
Xanthane occupe presque tout le capillaire. Les auteurs ont comparé les résultats exacts
de l'épaisseur t en fonction de la vitesse avec la loi de Bretherton (équation 11.4). Ils
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montrent que cette loi est en bon accord avec les résultats obtenus pour de l'eau et la
solution de Xanthane. Pour les solutions de PEO, on observe des épaisseurs beaucoup plus
larges, en désaccord avec la loi de Bretherton. Cette épaisseur augmente avec la vitesse
et la concentration des solutions.
Bonn et al. [13] expliquent cet épaississement du lm par la contrainte normale qui se
manifeste dans les solutions de PEO cisaillées. Le cisaillement se manifeste principalement
dans le lm entre la bulle et la paroi, et entraîne une contrainte normale élevée qui
exerce une pression supplémentaire sur le lm. Cette pression supplémentaire comprime
la bulle, qui devient plus allongée, et augmente ainsi le rayon de courbure à la pointe de
la bulle. Bonn et al. [13] proposent de déterminer la valeur de la contrainte normale en la
comparant avec la pression capillaire supplémentaire induite par ce changement du rayon
de courbure :
P
c
=
2
R  t
 
2
R
(11.5)
où R est le rayon du capillaire et t l'épaisseur du lm. Dans ce calcul, le lm très n
déjà formé pour les bulles dans l'eau est négligé. La contrainte normale découle main-
tenant de : N
1
= P
c
. En supposant des conditions à l'interface rigide, Bonn et al. [13]
peuvent calculer le cisaillement dans le lm en fonction de la vitesse des bulles _  U=t.
L'hypothèse de conditions à l'interface rigide est justiée par le fait qu'on observe une
diminution de 14 % de la tension de surface pour les solutions de PEO par rapport à celle
de l'eau. Ceci indique qu'une couche de polymères est adsorbée à l'interface des bulles,
et peut ainsi entraîner des conditions à l'interface rigide [55]. Il est maintenant possible
d'obtenir des résultats sous la forme N
1
( _) à partir des mesures de t (U). Ces résultats
sont du même ordre de grandeur que ceux obtenus par des mesures rhéologiques [13].
Dans le cas du doigt de Saman-Taylor dans la cellule de Hele-Shaw, un mécanisme
similaire pourrait aussi créer un épaississement du lm de mouillage restant entre le doigt
et les parois. Cet épaississement du lm pourrait entraîner un changement de la largeur
des doigts, et ainsi être responsable de l'élargissement observé dans les solutions de PEO.
Nous allons par la suite tester cette hypothèse.
11.3.2 Bulles dans la cellule de Hele-Shaw
Dans l'expérience des bulles dans le capillaire, la contrainte normale, qui induit l'é-
paississement du lm, a pour origine un cisaillement élevé dans ce dernier. La présence
d'un tel cisaillement est moins évidente pour un doigt dans la cellule de Hele-Shaw, car
l'arrière du doigt est immobile. Nous avons donc eectué une étude de bulles nies se
déplaçant dans la cellule de Hele-Shaw. Pour cela, dans la cellule de Hele-Shaw, nous
créons un écoulement des solution de PEO dans lequel nous injectons de l'air de sorte
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que de longues bulles se forment. Ces bulles sont ensuite entraînés par l'écoulement. Nous
considérons seulement des bulles dont la longueur vaut au moins 5 fois la largeur, an de
ne pas avoir d'eet de taille nie. Nous avons réalisé des expériences dans des solutions de
PEO (50 ppm et 250 ppm) à diérentes vitesses. Les résultats obtenus pour les bulles ainsi
que pour les doigts sont présentés sur la gure 11.2. On constate que la largeur relative
des bulles rapportée à la largeur du canal, en fonction de la vitesse, est identique à celle
observée pour les doigts. On peut donc supposer un cisaillement identique dans le lm de
mouillage restant entre l'air et la paroi dans les deux cas. Ceci nous mène à l'hypothèse
que l'épaisseur de ce lm pourrait aussi être augmentée dans le cas d'un doigt qui croit
en cellule de Hele-Shaw, similaire a ce qui a été observé pour les bulles. Par la suite, nous
essayerons de mesurer l'épaisseur de ce lm.
11.4 L'épaisseur du lm
Les mesures de l'épaisseur du lm de mouillage restant entre les doigt et les parois de
la cellule de Hele-Shaw se sont avérées nettement plus diciles que pour les bulles dans le
capillaire, car l'épaisseur de la cellule de Hele-Shaw ainsi que l'épaisseur du lm sont très
faibles par rapport aux dimensions du capillaire. Des mesures de l'épaisseur du lm pour
des doigts dans des huiles de silicone ont été réalisés par Tabeling et al. [86, 87]. Pour nos
mesures, nous avons adopté la technique interférometrique utilisée par ces auteurs. Dans
la suite, nous décrirons d'abord la méthode expérimentale utilisée pour nos mesures, puis
nous donnerons les résultats obtenus dans les solutions de PEO.
11.4.1 Méthode expérimentale
Quand un faisceau laser est envoyé vers une cellule de Hele-Shaw vide (Fig. 11.4 a)
il y a une première réexion à l'interface verre-air (du haut) et une deuxième réexion
à l'interface air-verre (du bas). Ceci produit une diérence de phase  entre les deux
faisceaux rééchis, qui vaut en fonction de l'épaisseur b de la cellule et l'angle d'incidence
 [41] :
 =
4n

0
b cos  (11.6)
où n est l'indice de réfraction de l'air et 
0
la longueur d'onde du faisceau laser. L'inter-
férence entre les deux faisceaux lasers détermine l'intensité de la lumière rééchie [41] :
I
2
= I
2
1
+ I
2
2
+ I
1
I
2
cos() (11.7)
où I
1
et I
2
sont respectivement les intensités des deux faisceaux laser. Il y a ainsi formation
de franges d'interférence en fonction de l'angle d'incidence , permettant de déterminer
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Fig. 11.4: Le chemin optique. a) Un faisceau laser qui est envoyé vers une cellule de Hele-
Shaw vide est rééchi une première fois à l'interface verre-air (du haut) et une deuxième fois
à l'interface air-verre (du bas). Ceci produit une diérence de phase  entre les deux faisceaux
rééchis en fonction de l'épaisseur b de la cellule et l'angle d'incidence , permettant de
déterminer b. b) Pour une cellule remplie avec un uide, on observe en présence d'un doigt, une
première réexion à l'interface eau-air (du haut) et une deuxième réexion à l'interface air-eau
(du bas). Le lm de mouillage diminue l'intervalle entre les deux interfaces rééchissantes, par
rapport à la cellule vide. On peut ainsi déterminer l'épaisseur de l'intervalle d, et indirectement
l'épaisseur du lm t =
b d
2
.
l'épaisseur b de l'intervalle. Notons que ces franges ne sont pas équidistantes car la dif-
férence de phases  dépend de cos.
Quand la cellule est remplie avec de l'eau, ou avec une solution de PEO, dû au voisi-
nage des indices de réfraction de l'eau et du verre (n
eau
= 1:33 et n
verre
= 1:46 [41]) il
n'y a presque pas de réexion. Par contre, quand le doigt passe devant le faisceau laser,
on observe de nouveau une première réexion à l'interface eau-air (du haut) et une deux-
ième réexion à l'interface air-eau (du bas) (Fig. 11.4 b). Le lm de mouillage diminue
l'intervalle entre les deux interfaces rééchissantes, par rapport à la cellule vide. On peut
ainsi déterminer l'épaisseur de l'intervalle d, et indirectement l'épaisseur du lm t =
b d
2
.
Comme l'épaisseur du lm t est déterminée de façon indirecte, et comme son épaisseur est
faible devant l'épaisseur du doigt d, ceci demande une grande précision sur la mesure de
d. Mais l'observation des bulles dans un capillaire, discutée au paragraphe précédent, in-
dique une grande variation de l'épaisseur du lm, et nous considérons donc cette méthode
adaptée à la détermination des changements de l'épaisseur du lm en cellule de Hele-Shaw.
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Le montage expérimental est schématisé sur la gure 11.5. Un faisceau laser est envoyé
à un angle donné  vers la cellule de Hele-Shaw. Nous utilisons un laser de longueur d'onde

0
= 632:8 nm. Le faisceau laser passe par un speckle, puis par deux ltres polarisés
qui permettent, en changeant l'angle d'un ltre par rapport à l'autre, de régler l'intensité
du faisceau laser. Un système de lentilles élargit le faisceau laser et permet ensuite de le
focaliser au niveau de l'intervalle entre les deux plaques. On envoie ainsi un faisceau laser
compris dans une certaine gamme d'angles d'incidence  au voisinage de l'angle  vers
les plaques. Une caméra, qui se trouve au même angle  par rapport aux plaques que le
laser, enregistre l'intensité de la lumière rééchie. On enregistre cette intensité sur tout
l'angle d'ouverture de la caméra, ce qui correspond à une certaine gamme d'angles de
réexion  (Fig. 11.4). On enregistre ainsi une image de franges d'interférence.
Avant le passage du doigt, la cellule est entièrement remplie par de l'eau et il n'y a
donc pas d'interférence. Au moment où le doigt passe des franges apparaissent sur l'écran.
Nous enregistrons simultanément aux franges d'interférence le mouvement du doigt dans
caméra
laser
lentilles
speckle
filtre 
interférencielcellule de Hele-Shaw
filtres polarisés
α
z
y
x
Fig. 11.5: Le montage expérimental. Un faisceau laser est envoyé à un angle donné  vers les
plaques. Le faisceau laser passe par un speckle et ensuite par deux ltres polarisés qui permet-
tent, en changeant l'angle d'un ltre par rapport à l'autre, de régler l'intensité du faisceau laser.
Un système de lentilles élargit le faisceau laser et permet ensuite de le focaliser au niveau de
l'intervalle entre les deux plaques. On envoie ainsi un faisceau laser compris dans une certaine
gamme d'angles d'incidence  au voisinage de  vers les plaques. Une caméra, qui se trouve
également à un angle , enregistre les franges d'interférences qui se produisent en fonction de
l'angle de réexion .
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la cellule. Les deux magnétoscopes, enregistrant le mouvement du doigt et les franges
d'interférence, sont équipés d'un chronomètre, celui ci est déclenché au même moment.
Ceci permet de synchroniser les deux enregistrements. Il est ainsi possible de déterminer
la vitesse U du doigt au moment où celui passe devant le faisceau laser.
Les enregistrements des franges sont ensuite traités à l'aide du logiciel NIH-Image.
Une image de franges juste après le passage du doigt est sélectionnée et une coupe de cet
image de taille de 750 x 400 pixels est choisie au milieu de l'enregistrement, pour éviter
des déformations éventuelles vers les bords de l'image. Une telle coupe est montrée sur la
gure 11.6. L'axe horizontal de cette image correspond à l'axe z de la gure 11.4. L'angle
Fig. 11.6: Une image des franges d'interférence enregistrées par la caméra juste après le passage
du bout du doigt devant le faisceau laser. L'axe horizontal correspond à l'axe z de la gure 11.4
tandis que l'axe vertical correspond à l'axe x.
 de réexion varie donc de droite à gauche sur l'image. Si nécessaire, cette image est
ensuite faiblement tournée pour ajuster l'orientation des franges, perpendiculairement à
l'axe z. L'image est exportée de NIH-Image en format raw pixel data pour pouvoir
être lue par le logiciel Mathematica.
Dans Mathematica les donnés, sous forme d'intensité en fonction des coordonnes
(z,x) en pixels, sont moyennées suivant la direction x. Ceci mène à des données de la forme
intensité en fonction de l'axe z en pixels (g. 11.7). Nous répétons que l'axe z correspond
à une variation de l'angle de réexion . Le fait de moyenner sur l'axe x permet d'obtenir
une plus grande précision sur les données par rapport à l'utilisation d'une seule ligne
horizontale de l'image 11.6. On constate sur la gure 11.7a que l'intensité de fond varie
selon l'axe z. Pour s'aranchir de cette variation, nous faisons un t avec une fonction,
dépendant de la forme de cette variation, et soustrayons ensuite cette variation du fond de
nos résultats. Pour l'exemple de la gure 11.7a nous avons tenu compte de la variation de
fond de l'intensité en faisant un t par une fonction cosinus. On obtient alors les résultats
montrés sur la gure 11.7b. Nous faisons ensuite un t de ces données par une fonction
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de la forme :
f (z) = I
1
cos (c
0
+ c
1
z) (11.8)
où nous négligeons la variation de la distance entre les franges. Ceci signie que nous
remplaçons, dans l'expression de la diérence de phase  (équation 11.6), le terme cos
par un terme proportionnel à. Cette approximation est valable pour une gamme d'angles
de réexion  pas trop large, et donc pour un nombre de franges pas trop élevées. Il serait
aussi possible de faire un t en utilisant la fonction exacte pour  (équation (11.7)) qui tient
compte de la variation de la distance entre les franges. Cependant, nous avons constaté
qu'il est dicile de faire un t avec cette équation compliquée et que ceci n'améliore
pas vraiment les résultats. De ce t des données par l'expression (11.8) on obtient c
1
.
Comme c
1
z est proportionnel à la diérence de phase  (équation 11.6), qu'on suppose
être une fonction linéaire de , c
1
z est aussi proportionnel à l'épaisseur d du doigt. Nous
déterminons ce paramètre c
1
d'abord pour la cellule vide : c
1;vide
. Ce paramètre c
1;vide
est utilisé comme référence pour les autres mesures. On détermine ainsi d comme un
pourcentage de l'épaisseur de la cellule b que nous allons supposer égale à b = 250m.
L'erreur sur cette détermination est estimée à 1.5 %. Ainsi pour une cellule d'épaisseur
(a)
(b)
Fig. 11.7: Intensité des franges d'interférences en fonction de l'axe z en pixels. a) Sans
correction de la variation de l'intensité du fond, qui est représentée par le trait et b) avec
correction de la variation de l'intensité du fond. Le trait représente un t par l'expression
f (z) = I
1
cos (c
0
+ c
1
z).
b = 250m on a une erreur de 3:8m. Ceci entraîne une erreur de 1:9m sur l'épaisseur
de chacun des deux lms. Nous déterminons ainsi l'épaisseur du lm t =
b d
2
en fonction
de la vitesse U du doigt.
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11.4.2 Résultats expérimentaux
Sur la gure 11.8, on voit les résultats obtenus pour l'épaisseur du lm t en fonction de
la vitesse U des doigts pour une solution de PEO de 250 ppm. On constate que l'épaisseur
du lm est très faible et uctue autour de 2 m. On n'observe pas de dépendance de t en
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Fig. 11.8: Épaisseur du lm en fonction de la vitesse pour une solution de PEO de 250 ppm.
fonction de U dans la précision de nos mesures. Si on met ces résultats t (U) en relation
avec les résultats concernant la largeur des doigts en fonction de la vitesse  (U) (Fig.
11.2), on on ne peut pas détecter une variation de l'épaisseur du lm selon l'endroit où on
se trouve sur la courbe  (U) : des valeurs de t provenant de la région où  décroît avec
U , de la région où  remonte avec U ou de la région où  se stabilise sur un plateau sont
toutes du même ordre de grandeur. On constate aussi que la mesure de l'épaisseur du lm
à U = 7 cm/s correspond à un doigt instable. C'est typiquement sous ces conditions que
nous avons observé des valeurs un peu plus élevées pour l'épaisseur du lm. L'erreur sur
les mesures est relativement grande et a été estimée au paragraphe précédent à 1:9m, ce
qui est du même ordre de grandeur que les mesures.
Nous allons maintenant comparer les résultats que nous avons obtenus, à la loi de
Bretherton pour les uides newtoniens. Comme nous l'avons expliqué au paragraphe 1.6,
cette loi s'applique aussi aux doigts dans une cellule de Hele-Shaw, mais la vitesse U
doigt être remplace par U
n
qui désigne la vitesse normale à l'interface. Ceci entraîne une
épaisseur du lm variable à travers la largeur de la cellule (Fig. 1.9c). L'épaisseur du lm
est maximale au milieu du doigt, où la vitesse U
n
est égale à U . Nous avons essayé de placer
au mieux notre faisceau, an de mesurer le lm à cet endroit, et nous n'avons jamais bougé
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le laser lors d'une même série d'expériences. On voit sur la gure 11.9 l'épaisseur t du lm
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Fig. 11.9: Epaisseur du lm en fonction du nombre capillaire Ca pour une solution de PEO
de 250 ppm. La loi de Bretherton (équation 11.4) pour les uides newtoniens est gurée par le
trait pointillé. On constate que, dans la précision de nos mesures, nous ne pouvons pas détecter
de diérence entre nos mesures et la loi de Bretherton.
en fonction du nombre capillaire Ca = U= pour la solution de 250 ppm correspondant
aux résultats exposés sur la gure 11.8. La tension de surface pour les solutions de PEO
varie peu dans la gamme de concentrations que nous utilisons est  = 63 mN/m [13].
La viscosité  est comme auparavant calculée d'après le modèle Oldroyd-B (équation
(11.2)) :  = 
s
+ n k
B
T  où le paramètre  a été déterminé au chapitre 6 (tableau
6.2). On constate que, dans la précision de nos mesures, nous ne pouvons pas détecter
de diérence entre nos mesures et la prédiction de la loi de Bretherton pour les uides
newtoniens. Notons que nous sommes dans le régime à faible nombre capillaire Ca < 10
 2
où la loi de Bretherton est valable pour les uides newtoniens [86].
Nous avons eectué de nombreuses vérications de ce résultat plutôt inattendu com-
paré aux résultats obtenus dans le capillaire cylindrique. Premièrement, nous avons testé
la validité de notre méthode expérimentale en répétant des mesures faites par Tabeling et
al. [86] dans des huiles de silicone. Nous obtenons un bon accord. Ces mesures faites dans
des huiles ont l'avantage de ne pas être aectés par des problèmes de mouillage du uide
sur les plaques qui peuvent intervenir pour de l'eau et des solutions aqueuses de polymères
et ainsi perturber le lm. Nous avons donc essayé d'améliorer le mouillage de l'eau sur les
plaques de la cellule de Hele-Shaw. Nous avons acheté de nouvelles plaques de verre, que
nous avons uniquement utilisées pour les expériences dans les solutions de PEO. De plus,
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nous les avons nettoyé minutieusement (par exemple, avec une mélange sulfocromique ou
avec une solution dite piranhia (une mélange d'acide sulfurique et d'eau oxygénée)),
an de rendre les surfaces de la cellule mouillantes. Après un tel nettoyage des plaques,
celles ci étaient immédiatement couvertes de l'eau pour éviter tout contact avec l'air. Les
résultats obtenus dans une cellule dont les plaques ont été nettoyées de cette façon ne
sont pas diérents de ceux montrés sur la gure 11.8. Nous avons aussi essayé de polir
les plaques, ce qui devrait favoriser le mouillage de l'eau sur les plaques. Ce traitement
n'a également pas changé les observations faites. Nous avons de plus augmenté la con-
centration de nos solutions de PEO jusqu'à 1000 ppm, et avons étudié l'épaisseur du lm
pour des bulles dans une cellule de Hele-Shaw. Dans aucun cas, nous n'observons une
augmentation signicative de l'épaisseur du lm.
Nous conclurons donc, que l'épaisseur du lm de mouillage restant entre le doigt et
les parois de la cellule de Hele-Shaw pour les solutions de PEO, est très voisine de celle
observée avec de l'eau pure. Ce résultat est très diérent du fort épaississement du lm
observe pour les bulles dans un capillaire circulaire. La diérence fondamentale entre ces
deux géométries est que, pour les bulles dans le capillaire circulaire, le lm qui entoure
la bulle est partout de la même épaisseur tandis que pour le doigt dans la cellule de
Hele-Shaw un tel lm se forme uniquement dans la direction de l'épaisseur de la cellule
entre le doigt et les plaques de verre. La couche de liquide qui reste entre le doigt et les
bords du canal, dans la direction de la largeur de la cellule, est très épaisse (de l'ordre de
grandeur de la largeur du canal). C'est à dire de plusieurs ordres de grandeur plus épaisse
que le lm restant entre le doigt et les plaques de verre. La contrainte normale, résultant
du cisaillement faible dans la direction de la largeur de la cellule, peut ainsi être négligée
devant la contrainte normale qui se manifeste dans le lm. Cette diérence pourrait être
à l'origine du comportement très diérent concernant l'épaisseur du lm, observé lors des
expériences dans un capillaire circulaire et une cellule de Hele-Shaw. L'épaississement du
lm n'est donc pas à l'origine de l'élargissement des doigts dans les solutions de PEO
comme postulé auparavant.
Une analyse de l'épaisseur du lm dans un uide élastique a été faite par Ro et al. [74].
Ils utilisent le modèle Oldroyd-B pour décrire le comportement de ce uide. Nous avons
montré au chapitre 6 que les solutions de PEO sont, dans la gamme de concentrations
utilisée dans nos expériences, bien décrites par ce modèle. Leur analyse prédit un léger
amincissement du lm dans les uides élastiques par rapport à l'épaisseur du lm obtenu
dans de l'eau. Leurs résultats s'appliquent à un régime de faible nombre capillaire Ca et de
faible nombre de Weissenberg We. Nous avons montré ci-dessus que nos expériences sont
eectuées dans la gamme des faibles nombres capillaires Ca. Le nombre de Weissenberg
est une mesure de l'importance des eets élastiques et est dénie [74] comme le rapport
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entre un temps de relaxation des polymères  , et un temps caractéristique de l'écoulement
donné par 1= _ : We =  _. Pour le temps de relaxation des polymères  = 0:0029 obtenu
dans le cadre du modèle Oldroyd-B, pour les solutions de PEO de concentration inférieure
à 500 ppm (tableau 6.2), et un cisaillement typique de nos expériences en cellule de Hele-
Shaw, de l'ordre de 500 s
 1
(correspondant à une vitesse de U = 4 cm/s), on trouve un
nombre de Weissenberg W de l'ordre de 1. Ce nombre de Weissenberg ne peut donc pas
être considéré comme étant petit pour nos expériences. Nos conditions expérimentales
se trouvent donc à la limite de validité de cette théorie. A la précision de nos mesures
près, nous ne pouvons pas conrmer un amincissement du lm par rapport au lm dans
l'eau, mais nous ne pouvons pas non plus l'exclure. Cependant, il n'existe sûrement pas
d'épaississement signicatif de ce lm comme observé par Bonn et al. [13] lors de leurs
expériences sur les bulles dans le capillaire circulaire.
11.5 Le paramètre de contrôle 1=B
Bien que nous n'ayons pas pu détecter un eet de la contrainte normale sur le lm
de mouillage restant entre le doigt et les parois de la cellule de Hele-Shaw, nous restons
dans l'hypothèse que celle ci est importante, et supposons qu'elle exerce tout de même
une pression supplémentaire sur le doigt. Nous allons dans ce paragraphe modier le
paramètre de contrôle de l'instabilité 1=B = 12 (W=b)
2
U= an de tenir compte de cette
pression supplémentaire.
Nous discutons d'abord des résultats concernant la largeur relative des doigts en fonc-
tion du paramètre 1=B non modié. Nous utilisons, comme pour la détermination de
Ca au paragraphe précédent,  = 63 mPa/m et calculons la viscosité d'après le modèle
Oldroyd-B (équation 11.2). On voit, sur la gure 11.10, les résultats obtenus pour  en
fonction de 1=B non modié pour des solutions de PEO de 5 ppm, 50 ppm et 500 ppm
dans une cellule de largeur W = 4 cm et d'épaisseur b = 0:5 mm et pour 50 ppm pour
une largeur du canal W = 4 cm et une épaisseur b = 0:25 mm, ainsi que la courbe uni-
verselle de McLean et Saman [64] pour les uides newtoniens. Nous avons choisi ici les
concentrations et la géométrie de la cellule de sorte qu'on n'observe pas de remontée de
 en fonction de U , comme cela peut être le cas par exemple pour la concentration de
250 ppm dans une cellule de W = 4 cm et de b = 0:25 mm (Fig. 11.2). On constate que les
résultats pour les diérentes concentrations et les diérentes géométries ne se mettent pas
à l'échelle s'ils sont représentées en fonction du paramètre 1=B non modié. On observe
également que ces résultats ne coïncident pas avec la courbe universelle de McLean et
Saman, mais se trouvent à des valeurs plus élevées de . Seuls les résultats de  pour de
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Fig. 11.10: La largeur relative  en fonction de 1=B non modié pour des solutions de PEO de
5 ppm (), 50 ppm () et 500 ppm () dans une cellule de largeur W = 4 cm et d'épaisseur b =
0:5 mm et pour 50 ppm () pour une largeur du canal W = 4 cm et une épaisseur b = 0:25 mm.
Les pointillés représentent la courbe universelle de McLean et Saman [64] ( ). On constate que
les résultats expérimentaux ne se mettent pas à l'échelle.
faibles concentrations et des 1=B faibles se trouvent sur cette courbe universelle. On con-
state de nouveau une déstabilisation des doigts à des valeurs de 1=B relativement faibles :
(1=B)
crit
 200. Pour de telles valeurs de 1=B, les doigts dans un uide newtonien sont
stables. Dans ce cas on observe, selon le niveau de bruit dans la cellule, une déstabilisation
pour (1=B)
crit
= 5000 [66]. Des telles observations d'une déstabilisation des doigts pour à
des 1=B inférieure à (1=B)
crit
= 5000 ont également été faites par Vlad et al. [94] sur des
solutions du polymère PIB dans du kerosene. Les auteurs attribuent cette déstabilisation
à un eet de contrainte normale.
Nous allons maintenant corriger le paramètre 1=B par la tension supplémentaire que
la contrainte normale exerce sur le doigt. Pour cela, nous calculons la contrainte normale
N
1
( _) dans le lm de mouillage en fonction de la vitesse U du doigts à l'aide de l'équation
(11.2) du modèle de Oldroyd-B : N
1
= 2n k
B
T 
2
_
2
. Nous utilisons des conditions à
l'interface rigide comme dans l'étude des bulles dans le capillaire réalisé par Bonn et al.
[13], et supposons donc que le cisaillement _ est proportionnel à U=t
B
avec un facteur de
proportionnalité . Nous utilisons, pour l'épaisseur du lm t
B
, la loi de Bretherton pour
les uides newtoniens (équation 11.4) :
_ = 
U
t
(11.9)
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La contrainte normale exerce une pression supplémentaire sur le doigt, qui se rajoute à
la pression capillaire dans la direction de l'épaisseur de la cellule. Le saut de pression à
l'interface s'écrit donc comme :
p =  + 
2
b

1 +N
1
b
2

(11.10)
Comme pour un uide newtonien, on considère ici que le rayon de courbure dans l'épais-
seur de la cellule 2=b est constant, et le terme 
2
b
n'apparaît pas dans le paramètre 1=B.
De façon analogue à Tabeling et al. [87] (cf paragraphe 1.6), on peut tenter d'introduire
les eets de N
1
dans une tension de surface eective 
?
qui s'écrit sous la forme :

?
=  +N
1
( _)
b
2
(11.11)
En remplaçant  par 
?
dans le paramètre de contrôle 1=B on obtient :

1
B

corr
= 12

W
b

2
U
 + b=2N
1
( _)
(11.12)
On constate que les résultats concernant  obtenus dans des solutions de diérentes con-
centrations et dans des géométries du canal diérentes se mettent tous à l'échelle avec la
courbe universelle de McLean et Saman [64], s'ils sont tracés en fonction de (1=B)
corr
(Fig. 11.11). Les valeurs de  se stabilisent sur un plateau correspondant à un  légère-
ment plus élevé que la courbe universelle de McLean et Saman. Pour le moment, nous ne
savons pas si cette déviation à la courbe universelle des uides newtoniens est induite par
les propriétés non-newtoniennes des uides, ou si elle est simplement due à la présence
d'impuretés dans la cellule. Nous avons expliqué, au chapitre 8, que ces impuretés peuvent
être à l'origine d'un faible élargissement des doigts.
La valeur de  pour laquelle les courbes se mettent le mieux à l'échelle est  = 2:8
où le paramètre  déni la proportionnalité entre le cisaillement _ dans le lm et U=t
B
.
Ceci signie que _ = U=t
B
prédit un cisaillement légèrement trop faible dans le lm.
Ceci peut être dû au fait que l'épaisseur du lm n'est pas parfaitement identique aux
prédictions de Bretherton. Un lm plus mince, comme par exemple prédit par l'analyse
de Ro et al. [74], pourrait entraîner un cisaillement plus élevé dans le lm. De plus, dans
notre analyse, nous avons pour le moment considéré l'épaisseur maximale du lm prédite
par l'équation de Bretherton, atteinte seulement au milieu du doigt. Tabeling et al. [87]
donnent l'expression suivante pour la forme du lm : t = t
B
cos (y= (w))
2=3
, où l'axe y
désigne la direction de la largeur du doigt (Fig. 1.9). En moyennant sur cette épaisseur,
on obtient : t
moy
= 0:7t
B
. Ceci entraîne aussi un cisaillent légèrement plus élevé dans le
lm. De plus, il est possible que les conditions à l'interface rigide ne soient pas vériées.
Ceci entraînera par contre un cisaillement plus faibles dans le lm.
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Fig. 11.11: La largeur relative  en fonction de 1=B
corr
. On tient compte de la pression sup-
plémentaire exercée par la contrainte normale pour des solutions de PEO de 5 ppm (), 50 ppm
() et 500 ppm () dans une cellule de largeur W = 4 cm et d'épaisseur b = 0:5 mm et pour
50 ppm () pour une largeur du canal W = 4 cm et une épaisseur b = 0:25 mm. Les pointillés
représentent la courbe universelle de McLean et Saman [64] ( ). Les résultats expérimentaux
se trouvent sur la courbe universelle de McLean et Saman à faible 1=B.
Même si nous n'arrivons pas à calculer exactement le cisaillement dans le lm de
mouillage, le fait que notre estimation du cisaillement _ = U=t
B
doit être corrigée par
le même facteur  = 2:8 pour les diérentes concentrations et géométries, indique que
nous avons introduit correctement la pression supplémentaire exercée sur le doigt par la
contrainte normale dans le paramètre de contrôle 1=B.
Jusqu'à maintenant nous avons seulement traité les résultats  (1=B
corr
) qui ne mon-
trent pas de remontée de  pour des 1=B
corr
élevés. Ces résultats sont obtenus pour des
situations où il n'y a pas d'eets élastiques trop importants. C'est à dire pour des faibles
concentrations (c  50 ppm) où, dans la gamme de cisaillements observés dans nos ex-
périences, les eets élastiques ne sont pas trop prononcés ou pour des cellules avec une
épaisseur plus large, ce qui réduit le cisaillement observé dans les expériences, et ainsi les
eets élastiques (c = 500 ppm et b = 0:5 mm) (Fig. 11.10).
Nous allons maintenant discuter des résultats concernant  en fonction de 1=B
corr
obtenus pour une solution de PEO de 250 ppm, et une cellule d'épaisseur b = 0:25 mm.
Pour des 1=B
corr
plus élevés on constate (Fig. 11.12) que les résultats ne se trouvent pas
sur la courbe universelle de McLean et Saman. Pour des 1=B
corr
faibles,  se trouve
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Fig. 11.12: La largeur relative  en fonction de 1=B
corr
, pour une solution de PEO de 250 ppm
dans un canal de W = 4 cm et de b = 0:25 mm (), ainsi que la courbe universelle de McLean
et Saman [64] pour les uides newtoniens ( ). Les résultats expérimentaux ne se trouvent pas
sur la courbe universelle de McLean et Saman.
en dessous de cette courbe, pour ensuite remonter vers des valeurs plus élevées et se
stabiliser à 1=B
corr
élevé sur un plateau, dont la valeur est plus élevée que la courbe
universelle pour les uides newtoniens. Pour le moment, nous ne savons pas expliquer ce
comportement. Malheureusement, il y a très peu de théories qui traitent l'instabilité de
Saman-Taylor dans des uides élastiques. Nous avons déjà évoqué les analyses de Ro et
al. [74] concernant l'épaisseur du lm restant entre le doigt et les parois de la cellule de
Hele-Shaw. Nos expériences se trouvent à la limite de validité de leur analyse. Il serait
intéressant d'élargir leur étude à des nombres de Weissenberg de l'ordre de 1, tout en
restant dans la limite des faibles nombres capillaires. Une analyse de Wilson et al. [96]
traite également le cas d'un uide dans le cadre du modèle Oldroyd-B. Aucune de ces
analyses ne contient de prédictions concernant la largeur des doigts en fonction de 1=B.
Une telle prédiction concernant la largeur des doigts dans un uide élastique à été fait par
de Gennes [31]. Cette analyse traite cependant le cas de deux uides miscibles dans une
géométrie radiale. Elle ne s'applique donc pas à notre étude. Des eorts expérimentaux
et théoriques sont donc encore nécessaires pour comprendre en détail ce comportement.
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11.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié l'inuence des eets élastiques, notamment des
contraintes normales élevées et d'une viscosité élongationelle élevées sur l'instabilité de
Saman-Taylor. Pour cela, nous avons réalisé des expériences dans des solutions de PEO
à diérentes concentrations. Des mesures de la largeur relative des doigts  en fonction
de leur vitesse ont montré un élargissement des doigts : à vitesse élevée  tend vers
des valeurs plus élevées que la limite classique  = 0:5. Les résultats suggèrent que les
observations très diérentes de l'amincissement des doigts observés dans les solutions de
Xanthane peuvent être attribués aux eets élastiques présents dans les solutions de PEO
mais absents dans les solutions de Xanthane.
Nous avons montré que la loi de Darcy newtonienne reste valable lors des expériences
de digitation visqueuse dans les solutions de PEO, en tenant uniquement compte de la
viscosité quasi-newtonienne de ces solutions. Nous pouvons ainsi exclure l'inuence de la
viscosité élongationnelle sur l'instabilité.
Bonn et al. [13] ont eectué une étude de bulles d'air de longueur nie se déplaçant dans
un capillaire rempli avec des solutions de PEO. Ces auteurs observent un élargissement
dramatique du lm de liquide restant entre la bulle d'air et la paroi du capillaire, par
rapport à la largeur du lm observée sous des conditions identiques dans l'eau. L'étude
de Bonn et al. [13] montre que cet élargissement est dû à une contrainte normale élevée
se manifestant dans le lm. Cette contrainte normale est induite par un cisaillement élevé
du liquide entre la surface des bulles et la paroi. La présence d'un tel cisaillement est
moins évident pour un doigt dans une cellule de Hele-Shaw, car l'arrière du doigt est
immobile. Nous avons donc eectué une étude de bulles de taille nie dans cette cellule.
Nous avons constaté la largeur relative en fonction de la vitesse est identique à celle
des doigts. Ceci indique qu'on peut supposer un cisaillement identique dans le lm de
mouillage restant entre l'air et la paroi dans les deux cas. Cette constatation nous a mené
à l'hypothèse que l'épaisseur du lm pour un doigt en cellule de Hele-Shaw pouvait être
également augmentée par la contrainte normale dans les solutions de PEO, et ainsi induire
l'élargissement des doigts. Une étude interférometrique a cependant relevé que l'épaisseur
du lm dans les solutions de PEO reste inchangée par rapport à celle de l'eau.
Nous avons montré qu'il est probable que la contrainte normale exerce néanmoins
une pression supplémentaire sur le doigt. Pour cela, nous avons modié le paramètre
de contrôle 1=B an de tenir compte de cette pression supplémentaire en remplaçant la
tension de surface  par 
?
= +N
1
( _) b=2, où b est l'épaisseur de la cellule. Les résultats
pour  en fonction de ce paramètre modié 1=B
corr
se mettent à l'échelle avec la courbe
universelle obtenue pour les uides newtoniens, lorsque les uides ne montrent pas d'eets
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élastiques trop importants. Pour des eets élastiques plus importants on observe à 1=B
corr
élevé une déviation à cette courbe vers des doigts plus larges. Des eorts expérimentaux
et théoriques sont encore nécessaires pour comprendre en détail cet élargissement.
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Conclusion
Au cours de cette thèse, nous avons eectué une étude de l'instabilité de Saman-
Taylor dans les uides complexes. Nous avons mené une étude systématique de la relation
entre les propriétés rhéologiques des uides non-newtoniens et la formation de motifs
en cellule de Hele-Shaw linéaire. Pour cela, nous avons utilisé des uides modèles ne
possédant chacun essentiellement qu'une seule propriété non-newtonienne, ce qui nous a
permis d'étudier séparément l'eet sur l'instabilité de Saman-Taylor de chacune de ces
propriétés.
Une caractérisation rhéologique des uides utilisés a montré que chacun de ces u-
ides possède, dans une certaine gamme de cisaillements, une propriété non-newtonienne
dominante, les autres pouvant être négligées. Ces propriétés sont notamment une vis-
cosité rhéouidiante, un seuil d'écoulement et des eets élastiques tels qu'une contrainte
normale élevée, qui sont parmi les propriétés non-newtoniennes les plus courantes.
Nous avons montré que les solutions du polymère rigide Xanthane sont rhéouidi-
antes et que ce caractère rhéouidiant peut être modulé en faisant varier la concentration
des solutions. On obtient ainsi un uide faiblement rhéouidiant à faible concentration
et un uide fortement rhéouidiant à forte concentration et on peut fabriquer une so-
lutions avec le caractère rhéouidiant souhaité. Un gel de polymères est caractérisé par
un seuil d'écoulement qui doit être dépassé pour mettre le uide en mouvement. Pour
des contraintes supérieures à cette contrainte seuil, le gel se comporte comme un uide
fortement rhéouidiant. Les solutions du polymère exible PEO montrent des eets élas-
tiques, notamment des contraintes normales élevées et une viscosité élongationnelle élevée,
mais pas ou peu d'eet rhéouidiant mesurable. Cette contrainte normale devient plus
importante à mesure que la concentration en PEO augmente.
Après avoir caractérisé les propriétés non-newtoniennes des uides, nous avons étudié
l'eet de ces propriétés sur l'instabilité de Saman-Taylor. Nous avons d'abord étudié l'in-
stabilité de Saman-Taylor dans les solutions rhéouidiantes de Xanthane. Nous avons
déterminé les modications nécessaires à apporter à la loi de Darcy, qui est une des équa-
tions de base permettant de décrire l'instabilité. Nous avons montré qu'il est susant
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de remplacer la viscosité  par la viscosité non-newtonienne  ( _) fonction du cisaille-
ment dans la loi de Darcy, pour adapter celle-ci aux uides faiblement rhéouidiants.
Pour les uides fortement rhéouidiants, il est cependant nécessaire de modier plus
profondément cette loi.
Ensuite, nous avons étudié le mécanisme de sélection des doigts dans les uides rhéou-
idiants. On observe un amincissement des doigts : la largeur relative des doigts  peut
descendre en dessous de la limite  = 0:5 observée pour les uides newtoniens à vitesse
élevée. Ces valeurs de  deviennent de plus en plus petites au fur et à mesure que le
caractère rhéouidiant des solutions augmente.
Nous avons modié le paramètre de contrôle de l'instabilité 1=B an de tenir compte du
caractère rhéouidiant des solutions en remplaçant  par la viscosité non-newtonienne
 ( _). Les résultats expérimentaux concernant la largeur relative  des doigts obtenue
dans les solutions de Xanthane ont ensuite été tracés en fonction de ce 1=B. Ce faisant,
on retrouve pour les uides faiblement rhéouidiants la courbe maîtresse de McLean et
Saman [64] concernant les uides newtoniens. Notons que c'est aussi dans cette limite
qu'il est susant de remplacer  dans la loi de Darcy par  ( _). Pour les uides fortement
rhéouidiants, pour lesquels la loi de Darcy doit être modiée plus profondément, les
résultats s'écartent de cette courbe classique et des doigts plus ns sont observés. On
observe de plus, une stabilisation de la largeur relative des doigts  sur un plateau à
1=B élevé. En faisant varier la largeur de la cellule de Hele-Shaw pour une concentration
particulière, nous avons montré que la largeur relative  ne tend pas vers un plateau
unique à vitesse élevée, comme observé pour les uides newtoniens, mais que la valeur de
ce plateau dépend de la largeur de la cellule.
Ceci rappelle des observations faites par Rabaud et al. [73] dans les uides newtoniens
où ces auteurs ont perturbé les doigts par la présence d'une anisotropie dans le système :
ils ont ajouté une rayure sur les plaques de la cellule dans la direction de propagation
du doigt. Cette rayure introduit une direction de croissance préférentielle selon l'axe de
la cellule comparable à l'anisotropie longitudinale qui se crée dans le système rhéouid-
iant. Cette anisotropie est engendrée par une zone locale de faible viscosité devant la
pointe du doigt, là où la vitesse dans le uide est élevée et qui se forme par suite du
caractère rhéouidiant des solutions. Rabaud et al. [73] ont montré que, dans leur étude,
c'est le rayon de courbure  à la pointe des doigts qui est sélectionné en fonction du
nombre capillaire Ca. Ceci a motivé une analyse analogue de ce rayon de courbure des
doigts dans les solutions de Xanthane. Les résultats permettent de distinguer entre deux
régimes : un régime faible vitesse où le rayon de courbure varie avec Ca et un régime
vitesse élevée où le rayon de courbure sature sur une valeur constante. Dans le régime
à faible vitesse, nous avons montré que le rayon de courbure rapporté à l'épaisseur de
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la cellule =b est proportionnel à 1=
p
Ca avec un coecient de proportionnalité . Ce
coecient est une mesure de l'ampleur de l'anisotropie dans le système et est, pour les
solutions de Xanthane, une fonction du caractère rhéouidiant des solutions. On observe
de plus, que seules les valeurs de  provenant de ce régime basse vitesse, se placent pour
une concentration donnée, sur une courbe maîtresse pour diérentes géométries si elles
sont tracées en fonction de 1/B. Rabaud et al. [73] donnent une expression analytique
pour l'allure de cette courbe  (1=B) en fonction de . Ces courbes  (1=B) tendent vers
0 pour des 1=B larges. Comme nous avons déterminé expérimentalement la relation entre
 et le caractère rhéouidiant des solutions, il nous est maintenant possible de prédire
la largeur des doigts en fonction de 1=B à partir de mesures rhéologiques. Il est de plus
maintenant possible de montrer que les mesures de  en fonction de 1=B, qui se trouvent
sur cette courbe maîtresse pour une concentration donnée, sont en bon accord avec les
prédictions théoriques de Ben Amar et Corvera Poiré [5, 23].
La stabilisation de  sur des plateaux à vitesse élevée résulte de la saturation du
rayon de courbure dans le régime à vitesse élevée. Ces plateaux dièrent de la courbe
maîtresse pour une concentration donnée. La saturation de  dépend de la concentration
des solutions et de la géométrie de la cellule et entraîne ainsi des valeurs de plateau pour
 dépendant des mêmes facteurs. Pour le moment, nous ne savons pas expliquer cette
saturation. La contrainte normale, qui peut, même si elle est généralement faible dans
les solutions de Xanthane, intervenir à cisaillement élevé pourrait être à l'origine de ces
plateaux.
Les observations faites lors des expériences de digitation visqueuse dans le uide
rhéouidiant peuvent ainsi être replacées dans le cadre plus général des études de l'in-
stabilité de Saman-Taylor où le doigt est perturbé par la présence d'une anisotropie du
système. Des doigts de largeur plus petite que la limite classique  = 0:5 ont été ob-
servés dans des systèmes tels que ceux où les surfaces de la cellule présentent une rayure
selon l'axe de propagation du doigt [73, 25], ceux où un l a été tendu le long de cet
axe [73, 25, 99] et ceux dans lesquels une bulle d'air est placée devant le doigt [73, 25].
Des telles perturbations du doigt détruisent systématiquement et indépendamment de
la nature exacte de cette perturbation, la limite classique de  = 0:5 à haute vitesse.
Si une perturbation introduit une direction de croissance préférentielle selon l'axe de la
cellule, on observe la formation de doigts avec une largeur relative  < 0:5 qui tend vers
zéro quand 1=B tend vers l'inni. Des comportements similaires sont également retrouvés
par les analyses théoriques où la perturbation anisotrope provient d'une tension de sur-
face anisotrope [49, 79] ou du caractère rhéouidiant du uide comme discuté ci-dessus
[4, 5, 23].
Lors d'une étude de l'instabilité dans un uide à seuil, nous avons observé deux régimes
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diérents : le régime basse vitesse où il y a formation de structures très ramiées (régime
de seuil) et le régime à vitesse élevée où on observe un seul doigt stable au milieu de la
cellule (régime visqueux). On montre que dans le régime de seuil, la contrainte seuil est
dépassée de très peu et joue donc un rôle important pour l'instabilité. Dans ce régime,
on observe une largeur caractéristique des doigts indépendante de la vitesse. Nous avons
montré que ce comportement, très diérent de celui observé dans les uides newtoniens est
lié au fait que la contrainte seuil est indépendante de la vitesse, tandis que la contrainte
visqueuse des uides newtoniens en dépend. Les mesures de la largeur des doigts en
fonction de la contrainte seuil et de l'épaisseur de la cellule sont en très bon accord avec
les prédictions théoriques résultant d'une analyse de stabilité linéaire menée par Coussot
[27]. Cette analyse de stabilité linéaire montre de plus que la largeur caractéristique du
doigt pour un uide à seuil reste, contrairement au cas newtonien, inférieure à  = 1 dans
la limite de vitesse nulle. Ceci est en accord avec la formation de structures très ramiées
observées et ayant une largeur de doigts bien caractéristique dans le régime basse vitesse.
Quand la vitesse des doigts augmente, on observe une transition vers le régime visqueux.
Nous avons montré que, dans ce régime, la contrainte seuil est dominée par les contraintes
visqueuses et le uide montre les caractéristiques d'un uide fortement rhéouidiant. Les
résultats de digitation visqueuse obtenue dans le régime visqueux pour un uide à seuil
sont semblables aux résultats obtenus dans les uides rhéouidiants : la largeur relative
 des doigts décroît avec leur vitesse et peut atteindre des valeurs nettement plus petites
que la limite newtonienne de  = 0:5 à haute vitesse.
Nous avons étudié l'inuence des eets élastiques, notamment des contraintes normales
et une viscosité élongationelle élevées, sur l'instabilité dans les solutions de PEO. Des
mesures de la largeur relative des doigts  en fonction de leur vitesse dans ces solutions
ont montré un élargissement des doigts :  tend, à vitesse élevée, vers des valeurs plus
élevées que la limite classique  = 0:5. Nous avons montré que ce résultat qui est l'opposé
de l'amincissement des doigts observé dans les solutions de Xanthane, peut être attribué
aux eets élastiques présents dans les solutions de PEO mais quasiment absents dans les
solutions de Xanthane.
Nous avons montré que la loi de Darcy pour les uides newtoniens reste valable lors des
expériences de digitation visqueuse dans les solutions de PEO, dont la viscosité est quasi-
ment newtonienne. Nous pouvons ainsi exclure l'inuence de la viscosité élongationnelle
sur l'instabilité.
Bonn et al. [13] ont eectué une étude de l'écoulement de solutions de PEO contenant
des bulles d'air de longueur nie dans un capillaire. Ils observent un épaississement dra-
matique du lm de liquide restant entre la bulle d'air et la paroi, en comparaison du cas
où le uide est de l'eau pure. L'étude de Bonn et al. [13] montre que cet élargissement est
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dû à une contrainte normale élevée se manifestant dans ce lm. Cette contrainte normale
est induite par un cisaillement élevé du liquide entre la surface des bulles et la paroi. La
présence d'un tel cisaillement étant moins évident pour un doigt dans une cellule de Hele-
Shaw, l'arrière du doigt étant immobile, nous avons eectué une étude de l'écoulement
du uide contenant des bulles de taille nie dans cette cellule. L'expérience montre que la
largeur relative des bulles en fonction de la vitesse est identique à celle des doigts, ce qui
indique qu'on peut supposer un cisaillement identique dans le lm de mouillage restant
entre l'air et la plaque dans les deux cas. Ceci nous a mené à l'hypothèse que l'épaisseur
de ce lm pour un doigt en cellule de Hele-Shaw pourrait être également augmentée par
la contrainte normale qui se développe dans les solutions de PEO et ainsi induire l'élar-
gissement des doigts. Une étude interférometrique de cette épaisseur a cependant montré
que l'épaisseur du lm obtenu avec les solutions de PEO est très voisine de celle observée
avec l'eau pure.
Nous avons montré que la contrainte normale exerce néanmoins une pression supplé-
mentaire sur le doigt qui s'ajoute à la pression capillaire. Quand le paramètre de contrôle
1=B est modié de façon à tenir compte de cette pression supplémentaire les résultats
de mesures de  en fonction de ce paramètre modié se placent sur la même courbe uni-
verselle que celle obtenue avec les uides newtoniens, tant que les uides ne montrent pas
d'eets élastiques trop élevés. Pour des contraintes normales élevées on observe une dévi-
ation par rapport à cette courbe universelle ce qui conduit à 1=B élevé à des doigts plus
larges. Des eorts expérimentaux et théoriques sont encore nécessaires pour comprendre
en détail cet élargissement.
En conclusion, nous avons montré que le paramètre de contrôle 1=B, adapté à un
uide rhéouidiant, s'obtient en remplaçant la viscosité  des uides newtoniens par la
viscosité  ( _) du uide rhéouidiant. La largeur relative des doigts  rapportée à la
largeur du canal pour les uides faiblement rhéouidiants en fonction de ce paramètre
modié se place sur la courbe universelle obtenue pour les uides newtoniens. Pour des
uides fortement rhéouidiants, les résultats s'écartent de cette courbe et on observe
des doigts plus ns. Ces résultats sont dans une certaine gamme de 1=B bien décrits
par les théories de Ben Amar et Corvera Poiré [5, 23] concernant l'instabilité dans les
uides rhéouidiants et dépendent du caractère rhéouidiant des solutions. Il devient
donc possible de remonter à la forme de la courbe  (1=B) en connaissant le comporte-
ment rhéologique de la viscosité rhéouidiante d'un uide. Une autre modication des
contraintes visqueuses est étudiée avec un uide à seuil. A très faible vitesse, où le seuil
d'écoulement du uide domine son comportement rhéologique, on observe des structures
très ramiées avec une largeur caractéristique de doigts. Cette largeur est, contrairement
aux résultats obtenus avec les uides newtoniens, indépendante de la vitesse. Elle est
180
cependant fonction de la contrainte seuil et peut être calculée à l'aide de l'analyse de
stabilité linéaire des uides à seuil de Coussot [27]. Un eet très diérent est observé dans
les uides qui présentent des eets élastiques. La contrainte normale N
1
( _) exerce sur
le doigt une pression supplémentaire dans la direction de l'épaisseur de la cellule b. On
peut tenir compte de cette pression supplémentaire en remplaçant dans le paramètre de
contrôle la tension de surface  par 
?
= +N
1
( _) b=2. Les mesures de la largeur relative
des doigts  représentées en fonction de ce paramètre de contrôle modié coïncident, de
nouveau, avec la courbe universelle obtenue pour les uides newtoniens, tant que les eets
élastiques ne sont pas trop grands. Pour des eets élastiques forts, les résultats s'écartent
de cette courbe universelle, ce qui conduit à des doigts plus larges pour 1=B élevé.
Nous pensons que la connaissance des eets de chacune de ces propriétés non-newtoniennes
considérée séparément, sur l'instabilité de Saman Taylor, constitue une base pour l'étude
de cette instabilité dans les uides complexes. Nous espérons que les résultats présentés
ici permettront aussi de comprendre l'instabilité dans des uides encore plus complexes
présentant simultanément plusieurs propriétés non-newtoniennes. Ceci pourrait permettre
d'expliquer une partie des motifs très variés déjà observés dans ces uides.
Annexe A
Motifs observés dans de la mousse
Dans cet appendice nous nous intéressons à l'instabilité de Saman-Taylor dans une
mousse. Contrairement aux résultats présentés lors de l'étude du uide à seuil (paragraphe
5.3.6), nous travaillons ici dans une géométrie circulaire. L'objet de cette annexe est de
présenter des résultats préliminaires d'une étude expérimentale de ce problème. Nous
nous contenterons ici d'une description plutôt qualitative des morphologies observées.
Ces résultats se trouvent aussi dans Lindner et al. [61].
A.1 Le montage expérimental
Le montage expérimental consiste en une cellule de Hele-Shaw radiale (voir Fig. A.1).
r
b
caméra
p1
p0
Fig. A.1: Montage expérimental. Une cellule de Hele-Shaw radiale avec une épaisseur b =
0:48 mm et un rayon R = 24 cm. La diérence de pression entre l'entrée et la sortie de la cellule
est p = p
1
  p
0
.
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Le rayon R de la cellule est de 24cm et l'épaisseur b est 0:48mm. La cellule est remplie avec
une mousse à raser commerciale Gillette Foamy regular, qui est typiquement composée
de 90% de gaz. Comme le montre la gure A.2, les bulles ont une distribution de taille
assez large, centrée autour d'un diamètre de l'ordre de 30m. Nous injectons au centre de
la cellule soit de l'eau soit de l'air . Des mesures rhéologiques (paragraphe 5.3) ont montré
150 µm
Fig. A.2: Détail d'une mousse observé au microscope, quelques secondes après sa création. On
peut remarquer que les bulles forment un réseau polygonal. L'épaisseur est b = 0:4 mm et l'échelle
verticale équivaut à 150 m.
que la mousse est un uide à seuil, si la mousse ne glisse pas au niveau des parois. Dans ce
cas, la mousse se comporte comme un uide élastique en dessous de la contrainte seuil et
comme un uide visqueux au dessus de cette contrainte. De plus, au dessus de la contrainte
seuil, la viscosité de la mousse est fortement rhéouidiante. Lorsque la mousse glisse au
niveau des parois cette propriété de uide à seuil est masquée et on observe uniquement
le comportement d'un uide visqueux.
Dans une première partie, nous décrirons les expériences réalisées avec de l'air, puis
celles réalisées avec de l'eau dans une seconde partie.
A.2 Injection d'air dans la mousse
Quand on injecte de l'air au milieu de la cellule, des doigts larges se développent (voir
Figure A.3). A cause de la structure granulaire de la mousse, la surface des doigts n'est
pas parfaitement lisse. Mais, malgré cela, la morphologie obtenue ressemble beaucoup à
celle des digitations de Saman-Taylor, observés par Paterson [69] dans cette géométrie
avec des uides classiques.
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Fig. A.3: Doigts lents créés en injectant d'air dans la mousse à une diérence de pression
P  0:16 bar.
Une étude similaire a été eectuée par Park et Durian [68]. Nous avons décrit cette
étude dans le chapitre 3. Ils trouvent une dépendance de la largeur des doigts avec le
rapport entre l'épaisseur de la cellule et la taille des bulles. Ils focalisent leur attention
sur deux formes diérentes de morphologie. Ils distinguent, de manière plus qualitative
que quantitative, des doigts bruités et des doigts plus lisses, et attribuent cette évolution
à la transition entre un régime plutôt élastique et un régime visqueux. Ils dénissent un
seuil de cisaillement _ caractérisant cette transition.
Lors des nos expériences, nous n'avons pas observé une telle transition. A vitesse
élevée, nous avons cependant vue une transition vers des doigts très ns (Fig. A.4 a).
Cette transition rappelle les transitions vers des doigts ressemblant à des fractures
observés par Van Damme et al. [90, 89, 91, 54] dans des argiles, et Zhao et al. [97] dans
des solutions de polymères associatives (chapitre 3). Dans notre cas, la pointe des doigts
très ns semble cependant s'élargir de nouveau après la transition (Fig. A.4 b). Un tel
élargissement n'est pas observé dans les expériences citées ci dessus, où la pointe des
doigts reste pointue.
A.3 Injection d'eau dans la mousse
Nous allons maintenant décrire les comportements très diérents observés avec l'injec-
tion d'eau.
Quand on injecte de l'eau au milieu de la cellule, la situation change fondamentale-
ment. L'eau est miscible avec le liquide savonneux qui forme les parois des bulles. On
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(a) (b)
Fig. A.4: Série de doigts créés en injectant de l'air dans la mousse. p  0:25 bar. On
observe une transition vers des doigts ns.
travaille donc dans un système sans tension de surface. Pour de tels systèmes, il est connu
[70] que des doigts ns apparaissent dont la largeur est déterminée par l'épaisseur de la
cellule. Dans notre cas, on observe d'abord (comme ci-dessus) la formation d'une struc-
ture arborescente (gure A.5 a et b), mais dans laquelle les branches sont beaucoup plus
nes (à l'échelle de l'épaisseur de la cellule). Lorsque le motif est susamment grand, on
observe des reconnexions : l'extrémité de certaines branches rejoigne d'autres branches.
On a donc formation de boucles (gure A.5 c et d). Cette morphologie est très diérente
de celle des digitations de Saman-Taylor avec des uides classiques. Dans ce dernier cas,
une structure de branches hiérarchisées est créée, mais, à cause du caractère Laplacien
du champ (scalaire) de pression qui détermine la croissance des doigts, deux branches
ne se rencontrent jamais. La forme des structures observées ressemble plus à celle des
phénomènes d'angiogénèse des systèmes biologiques. On observe de plus un phénomène
d'érosion : à la base des plus grandes branches, on voit les bulles entrainées par le courant
d'eau. Ce phénomène devient évident quand quelques doigts d'eau arrivent aux bords de
la cellule et forment ainsi des canaux qui lient le centre de la cellule aux bords de celle-ci.
Ces canaux s'élargissent au cours du temps (Fig. A.5 e). Sur la gure A.5 f, on voit la
cellule un instant après l'arrêt de l'écoulement de l'eau. Les propriétés élastiques de la
mousse, font que les doigts se referment, ce qui entraîne la disparition du motif.
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(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
Fig. A.5: Série de doigts créés par injection d'eau dans la mousse. p = 0:11 bar. )a et b) On
observe la formation d'une structure arborescente. c) et d) Lorsque le motif est susamment
grand, on observe des reconnexions : on a donc formation de boucles. e) On constate un
phénomène d'érosion. f) La cellule un instant après l'arrêt de l'écoulement de l'eau.
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Le raisonnement suivant pourrait expliquer le mécanisme de propagation des doigts.
Comme l'eau et la mousse sont miscibles près de la frontière eau-mousse, la concentration
du gaz diminue, ce qui donne une mousse plutôt liquide dans la proximité de la pointe.
Les bulles ont alors un mouvement assez important et il est possible à la pointe d'avancer
σxy = 0
σxy = 0
σyx = 0 σyx = 0
σxx = - p σxx = - p
σyy = - p
σyy = - p
Fig. A.6: Diagramme des contraintes de deux fractures. Les conditions aux bords imposent

xy
= 0 dans la fracture horizontale, et 
yx
= 0 dans la verticale. Le mode d'ouverture pure
est caractérisé par la valeur la plus petite possible de la composante 
xy
= 
yx
. Il est naturel que
la fracture verticale pousse vers la frontière de l'horizontale car 
xy
devient nulle à cet endroit.
dans la mousse. Comme nous l'avons expliqué auparavant, la mousse se comporte comme
un uide à seuil si l'on peut négliger le glissement de celle ci au niveau des parois. De
tels uides se comportent, pour des contraintes inférieures à la contrainte seuil, comme
des solides élastiques. Loin du doigt, la mousse pourrait donc être dans un état solide
élastique ; la pression est donc un tenseur, et les doigts suivent les lois de mouvement d'une
fracture fragile. D'après un argument de Adda-Bedia [2], comme il s'agit de fractures
lentes, elles bougent suivant le  principe de symétrie locale : le mouvement d'une fracture
est tel qu'elle se trouve dans un mode d'ouverture pure. Ceci est tout à fait possible, comme
le montre la gure A.6. Une manière intuitive de voir ça est la suivante. Le passage des
digitations primaires (les doigts initiaux) relâche les contraintes  selon l'axe y mais pas
selon l'axe x. Une fracture perpendiculaire relâche les contraintes selon x et peut donc
venir rencontrer la facture initiale.
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